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Введеніе. 

Все, что можно увеличивать и уменьшать, мы наг 
бываемъ велгічтою. Такъ, напр., различныя свойства 
тѣлъ: твердость, упругость, вѣсъ, протяженіе и другія, 

могутъ быть разсматриваемы какъ велпчины, потому 
что тѣла могутъ имѣть большую или меньшую твер¬ 

дость, большую или меньшую упругость, большій или 
меньшій вѣсъ, большее или меньшее протяженіе. Уче¬ 

ніе о величшахъ вообще называется ттемапткою-, 

■отдѣлъ же математики, содержащій ученіе о протяже- 
яіи, называется .геометріею *]. 

Геометрія разсматршзаетъ тѣла только относительно 
'пространства, ими занимаемаго, не обращая вниманія 
на другія ихъ свойства, и вслѣдствіе этого геожтри- 

•чсстмъ_пімйш или просто тѣломъ въ геометріи назы- 

■вают# пространство, со всѣхъ.сторонъ ограниченное, 
яезависимо отъ вещества, его наполняющаго. 
Предѣлъ тѣлъ называется поверхностью, предѣлъ 

поверхности—лтіею, предѣлъ линіи—точкою^ 

•) Греческое саово геометрія означаетъ зенлемЬріе —земдк, ^*етріа^— 
я указываетъ на нервоначальвое арнлогеаіе ея, состоявшее въ нзмѣре- 

віи разстояній на земной поверхности. Заслуга научнаго развитія геометріи 
ярнваллехать древнимъ трекамъ; а между ними въ особенности замѣчателенъ 

'’томъ отношеніи Евклидъ (300—-250 лѣтъ до Р. X.), составившій учеві* 
д»аементарвой геометрш въ тонъ видѣ, въ какомъ оно и до сихъ поръ осталѵхИг, 

г* 
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Тѣла имѣютъ три измѣренія: длину, ит^т^ъ вы¬ 
соту, поверхности — два измѣренія; длину и ши^иу^, 

линіи—одно измѣреніе: длину, а точка неТшѣетъ ни¬ 
какого измѣренія. 

Геометрическія линіи и точки не могутъ быть пред¬ 

ставлены чертежомъ; всякая начертанная линія или 
точка имѣетъ нѣкоторую ширину я высоту и представ¬ 

ляетъ поэтому тѣло, котораго два или всѣ три измѣ¬ 
ренія весьма малы. 

Такъ какъ поверхность есть предѣлъ тѣла, линія— 

предѣлъ поверхности, точка—предѣлъ линіи, то нельзя 
разсматривать тѣло какъ рядъ послѣдовательныхъ по¬ 

верхностей, поверхность — какъ рядъ послѣдователь¬ 

ныхъ линій и линію — какъ рядъ послѣдовательныхъ 
точекъ; но можно вообразить, что движеніемъ поверх¬ 

ности образуется тѣло, движеніемъ линіи—поверхность, 

движеніемъ точки—линія. Если разсматриваемъ линію, 

какъ происшедшую отъ перемѣщенія точки, то въ 
такомъ случаѣ линія содержитъ воѣ мѣста, черезъ 
которыя точка послѣдовательно переходила, и при 
такомъ представленіи линія называется геометрическит 
мѣстомг точекг, которыя опа содержитъ! 

"Линіи бываютъ п]оямя и «уѵвыя; прямая линія на¬ 

зывается просто прямая. Различіе между прямою и 
кривою линіею не можетъ быть объяснено — оно со¬ 

знается ясно и опредѣленно каждымъ. Понятіе о пря¬ 

мой линіи принадлежитъ къ ооиовнымъ понятіямъ, нс 
допускающимъ никакого опредѣленія. 

Линія, составленная изъ нѣсколькихъ прямыхъ, пе- 

въ одной прямой лежащихъ, называется ломаной. 

Поверхности бываютъ плоскія^ н кривыя; когда вся- 

дая прямая линія, соединяющая двѣ какія-нпбудь точки 
поверхности, лежитъ вся на этой поверхности, то- 
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такая поверхность называется плоріт или просто 
плоскостью; всякая же поверхность, ие состоящая изъ 
плоскостей, называется кривою. 

Геометрія дѣлится на геометрію на плоскости, назы¬ 

ваемую пштімтр\ем. и геометрію въ пространствѣ, 
называемую стереомтріекііьъ первой разсматриваются 
протяженія, "которыя’таі^тъ быть представлены па 
плоскости; во второй разсматриваются протяженія, 

которыя не могутъ быть представлены на плоскости; 

въ этой же части изучаются по преимуществу свойства 
геометрическихъ тѣлъ. 

Планиметрія вмѣстѣ со стереометріѳю называется 
элемептаѵною мометтею. въ отличіе отъ высшей гео- 

метріи, изолѣдующеп преимущественно свойства кри¬ 

выхъ линій и поверхностей. 

Всѣ геометрическія заключенія выводятся изъ нѣ¬ 

которыхъ истинъ, самихъ собою очевидныхъ; такія 
истины называются аксіомами. Такія истины суть, 
наир., предложенія; цѣлое равно суммѣ всѣхъ своихъ 
частей; цѣлое больше каждой изъ своихъ частей; 

двѣ величины, равныя порознь третьей, равны между 
собою; если отъ равныхъ величинъ отнимемъ поровну 
пли къ иіімъ прибавимъ поровну, то получатся вели¬ 

чины равныя, и т. д.. 

Теоремою пли предложенкж называется истина, ко¬ 

торая становится очевидною только послѣ нѣкотораго 
ряда разсужденіи. Эти разсужденія, обнаруживающія 
справедливость теоремы, называются доказатлиптмъ. 

Проблемою или задачею пазывается вопросъ, отвѣтъ 
я а который основывается па доказанныхъ предло¬ 
женіяхъ. 

Лемтю пазывается теорема, которая не имѣетъ не¬ 

посредственной связи съ предыдущими теоремами, но 



вводится для доказательства другой болѣе важной тео¬ 

ремы или для рѣшенія задачи. 

Всякая теорема состоитъ изъ двухъ частей; изъ 
предположенія и заключенія, изъ него выводимаго. Тео¬ 

рема называется обратною въ отношеніи другой, когда 
з.аключеніе стаповптоя предположеніемъ и предполо¬ 

женіе— заключеніемъ. Не всѣ обратныя пред.тоженш 
справедливы. 



ПЛАНИМЕТРІЯ. 

г Д А в А I. 

О прямыхпь ЛИНІЯХЪ и углахъ. 

§ 1. Ансіола. Прямая лгшія есть кратчайшее разстояніе м<>жду 

Ь&у.чя точками. 

Это предложеніе слѣдуетъ прямо изъ понятія, которое мы имѣемъ 

о прямогі лиши. 

Такъ какъ больше одного кратчайшаго разстоянія между двумя 

точками не можетъ быть, то очевидно, что между двумя точка.ии 

мо'^но бообрапшь только одну прямую линію. 

Изъ этого основного свойства прямой лишп слѣдуетъ: 

1. Двѣ точки вполнѣ опредѣляютъ положеніе прямой, чрезъ 

анхъ проходящей. 

2. Двѣ прямыя, пересѣкаюшіяся въ одной точкѣ, въ другой 

точкѣ болѣе встрѣтиться не могутъ, потому что иначе чрезъ тѣ же 

двѣ точки проходили бы двѣ различныя прямыя, между тѣмъ кякт. 

между двумя точками иожпо вообразить то.тько одну прямую. 

Приложивъ къ двумъ точкамъ А а В (черт. 1) линейку и про¬ 

ведя но ней Черту, получимъ изображеніе прямой. Это изображеніе 

называется также прямою линіей, хля ____ 

между изображеніемъ я самой линіей ^ ^ 

есть существевлое различіе: прямая ли- з. 

аія можетъ быть проведена только мысленно и доступна к'лько 



воображепію, между тѣмъ какъ изображеніе ея представляетъ 

тѣло, лиѣющее весьма малую ширину и высоту *). Прямая линія 

обозначается двумя буквами, поставленными въ двухъ какихъ- 

нибудь точкахъ ея, и эти двѣ буквы составляютъ названіе 

линіи; такъ, напр., прямая линія въ чертежѣ 1 называется ли¬ 

ніею АВ. 

§ 2 Угломъ называется неопредѣленная часть плоскости, за¬ 

ключенная между двумя прямыми, выходящими изъ одной точки. 

Точка В (черт. 2), изъ которой вы¬ 

ходятъ липіи, называется вершиною; 

самыя же линіи ВА в В состав¬ 

ляющія уголъ,—сторонами его. Уголъ 

обозначается тремя буквами ЛВС, такъ 

что буква, стоящая у вершины, ставится между двумя другими 

буквами. 

Уголъ обозначается иногда и одною буквою В, стоящею у вер¬ 

шины, нлн буквою а, поставленной внутри его. 

Вмѣсто слова уголъ употребляется также знавъ 

с При представленіи угла не прини- X наемъ въ соображеніе длину его сто¬ 

ронъ; такъ, напримѣръ, ЛВС и ЬВМ 

" -^-(черт. 3) означаютъ одинъ и тотъ же 

Черт. 3. уголъ. 

*) Замѣчаніе. Если разстояніе двухъ точекъ слишкомъ значительно, 

чтобы провести чрезъ вихъ прямую данію съ помощью линейки, въ такомъ слу- 

чаѣ натягиваютъ между этими точками веревку, предварительно покрнту* сло¬ 

емъ какого-нибудь окрашивающаго вещества; приводя натянутую веревку въ 

сотрясеніе, получаенъ на поверхности окрашенный слѣдъ ея, который изобра¬ 

жаетъ прямую линію. 

Когда требуется провести на поверхности земли прямую линію весьма значи¬ 

тельной длины, въ такомъ случаѣ отмѣчаютъ только концы этой линіи и нѣко¬ 

торыя точки мезилу ними съ помощью знаковъ, называемыхъ вѣхами. 

Черт. 2. 



§ 3. Два угла ЛВС и (черт. 4) называются равными, 

независимо отъ длины ихъ сто¬ 

ронъ, когда, наложивъ вершину 

Д на вершину 5, а сторону 

на сторону В А, найдемъ, что 

другая сторона ДСі сольется со 

стороною ВС. 

Когда же при наложеніи вершины В^ угла Л^В^С^ (черт. 5) иа 

вершину В угла ЛВС и стороны В^Л^ на сторону ВА найдемъ, 

что сторона направлена но 

линіи -0Сі, лежащей внутри утла 

ЛВС, то говорятъ, что угодъ В^ 

меньше угла АВС, иля уголъ АВС 

больше угла Л^ВіСі. 

С 

Черт. 5. 

Если же уголъ А^В^С\ (черт. 6) приложимъ въ углу АВС 

такъ, чтобы вершина В^ совпала съ вершиною В, сторона ВіЛ^ 

слилась со стороною ВС, а сторона 

Л] С^ была направлена по линіи 5 С\, 

лежащей впѣ угла АВС, то соста¬ 

вится уголъ АВСі, который назы¬ 

вается суммою двухъ угловъ АВС и 

АіВі С^. 

Если положимъ, что уголъ АіВу(\ (черт. 7) меньше угла АВС, 

и наложимъ первый уголъ на вто¬ 

рой такъ, чтобы вершина В^ совпа¬ 

ла съ вершиною В, сторона В^А^ 

слилась со стороною ВА, и сторона 

была направлена нолипіиВСі, 

лежащей внутри утла АВС, то со¬ 

ставится уголъ СіВС, который называется разностью рухъ угловъ 

ЛВС и А^В^С,. 
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Если изъ точві: о (черт. 8) выходятъ нѣсколько линій ОА^ ОВ, 

ОС, ОВ и ОЕ, образующихъ равные углы 

ЛОВ, вое, сов, ВОЕ, то угодъ АОС 

равенъ углу ЛОВ, два раза взятому, уголъ 

ЛОВ равенъ углу АОВ, три раза взятому, 

а уголъ АОЕ равеяъ углу АОВ, четыре 

раза взятому. Наоборотъ, уголъ АОВ есть 

Черт. 8. воловина угла АОС, третья часть угла^іЮ/) 

я четвертая часть угла АОЕ. 

Изъ сказаннаго въ этомъ § заключаемъ, что углы могутъ быть 

разсматриваемы какъ величины, надъ которыми, кааь надъ всѣми 

величинами, можно производить четыре ариѳметическія дѣйствія: 

сложеніе, вычитаніе, умноженіе и дѣленіе. 

4 Два угла ЛВС и ВВС (черт. 9), имѣющіе общую вер¬ 

шину В, одну общую сторону ВС Ѵі 

двѣ другія стороны ВА и ВВ на 

одной прямой, называются емеоіеными 

углами. 

Когда два смежные угла АВС и 

ВВС і^черт. 10) равны, то каждый изъ 

нихъ называется прямымъ угломъ; слѣдов. 

ггрямой уголъ есть одинъ гізъ дгінхъ 

равньиъ сл(ежныхъ угловъ. Линія ВС 

(черт. 10), составляющая съ линіей АВ 

прямой уголъ, называется линіей перпендикулярной или просто 

перпендикуляромъ, а точка пересѣченія В перпендикуляра СВ съ 

линіею ЛВ—основаніемъ перпендикуляра. 

Перпендикулярность двухъ линій АВ и ВС означается иногда 

такъ: ВС^^АВ. 

Всякая линія, не перпендикулярная къ другой, называется отно 

сительно послѣдней наклонною лгшіей. 

Углы въ отпошеніи въ прямому углу раздъляіотся на углы острые 

С 

Черт. 0. 

С 

Черт. 10. 
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и тупые; острымъ угломъ называется угодъ меньшій прямого, а 

тупымъ—большій прямого. 

§ 5. Теорема. Всѣ прямые углы равны между собою. 

Пусть буд}ть АВС н А^В^Сі (черт. 11) два прямыхъ угла; тре¬ 

буется доказать, что они равны между собою. 

Доказ. Замѣтимъ, что одинъ изъ способовъ обнаружить справед¬ 

ливость какого-нибудь предложенія состоитъ въ томъ, что доказы¬ 

вается невозможность противнаго предложенія; такъ, напр., вмѣсто 

того, чтобы доказать, что прямые ^тяы равны, можно доказать, что 

прямые 5ТЛЫ не могутъ быть различны между собою. Этотъ способь 

обнаруживать справедливость предложенія называется доказатель- 

сшномг отг противнаго. 

Приложимъ этотъ способъ къ обнаруженію равенства примыхъ 

угловъ. 

Пусть будутъ, если это возможно, АВС и (черт. И) 

два прямыхъ угла, пе равныхъ между собою, положимъ, что 

уголъ А^В^Сі меньше угла АВС. 

Продолживъ стороны ЛВ и Аі 

и замѣтивъ, что прямой уголъ есть 

одинъ изъ двухъ равныхъ смежішхъ 

угловъ (§ 4), заключаемъ, что пря¬ 

мой уголъ АВС равенъ своему смеж¬ 

ному углу ВВС,, и равнымъ образомъ 

прямой уголъ ЛіВ^Сі равенъ своему 

смежному углу В^В^С^. Предполо¬ 

живъ же, что уголъ ЛіВіСі меньше угла ЛВС,, мы, вслѣдствіе 

сказаннаго равенства угловъ, должны очевидно допустить, что и 

уголъ В^ВуСі меньше утла ВВС. Когда же наложимъ линію 

ЛіВі на линію АО такъ, чтобы точка Ві совпадала съ точкою 

5, то вслѣдствіе сдѣланнаго преднодожепія, что уголъ Л^В^ 

меньше утла ЛВС,, сторона будетъ иаправлена по линіи 

ВВ^ лежащей внутри угла ЛВС\ а такъ какъ изъ того же 

.'С Е 

\ ! / 

Черт. 11. 
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преіпояоженія слѣдуетъ, что н уголъ меньше угла 1>ВС^ 

то сторона ЛіСі въ то же время должна быть направлена по 

линіи Лі?і, лежащей внутри угла 1>ВС\ это очевидно невоз¬ 

можно. 

Итакъ предположеніе, что два прямыхъ угла не равны между 

собой, приводятъ къ нелѣпому ваключешю, что прямая линія долж¬ 

на имѣть въ одно и то же время два различныхъ положенія. Изъ 

этого мы заключаеиъ, что всѣ прямые углы должны быть равны 

между собою. 

ІІряиой уголъ обозначается иногда буквою с?, и съ пямъ. как-ь 

съ величиною постоянною, сравниваютъ другіе утлы. 

Изъ предложенія, иъ этомъ § доказаннаго, слѣдуетъ, что вг 

точкѣ, лежащей на прямой, можно къ ней провести только 

одинъ пергепдикуляръ; всякая другая линія, проведенная черезъ 

эту точку, составитъ съ этою прямою или уголъ острый или уголъ 

тупой. 

§ 6. Теорема. Всякая пара смежныхъ угловъ равна двумъ 

П})ЯМЫМЪ. 

Положимъ, что ЛВС и СВО (черт. 12) суть смежные углы, 

Р требуется доказать, что 

о в А 

Ч^рт. 12. 

ЛВС+ВВС=^2^. 

Доказ. Вообразивъ линію ВЕ, перпендику¬ 

лярную къ линіи -4І), находимъ 

ЛВС^СВЕ^Ф, ПВЕ=а. 

Сложивъ почленно эти два равенства и замѣтивъ при этомъ, 

что углы СВЕ и ВВЕ вмѣсгѣ составляютъ уголъ І)ВС, на 

ходимъ: 

лвс-^ввс^и. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1. Одна пара смежныхъ угловъ равна другой парѣ. 

2. Если одинъ изъ двухъ смежныхъ угловъ острый, то другоі 

будетъ тупой, и наоборотъ. 
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3. Сумма угловъ АВ^-, 

лежащихъ по одной сто¬ 

ронѣ прямой равна 

румъ прямымъ, потому что 

вмѣстѣ они составляютъ 

ору пару смежныхъ угловъ, 

аапр. пару смежныхъ угловъ 

ЛВС и СВР. 

СВ О, ВВЕ, ЕВР (черт. 13;. 

4. Сумма угловъ АОВ., БОС, ССі), БОБ, БОБ, РОС в 

ООЛ (черт. 14), лежащихъ около одной точщі, равна четыремъ 

прямымъ. 

Обратная теорема. Если два уып АВС и ВВС (черт. 15) имѣ¬ 

ютъ общую вершину Б, одну общую сторону ВС и вміъстгь рав¬ 

ны двумъ прямымъ, то двѣ другія стороны В А 

и ВВ мощатъ по^ одной прямой линіи и обра¬ 

зуютъ поэтому углы смежные 

Доказ. Положимъ, что ВВА не прямая, а 

іоианая линіи, и пусть будетъ ВЕ продолженіе 

стороны АВ^ такъ что АВС и ЕВ С будутъ углы смежные. Гавъ 

какъ по предыдущей теоремѣ сумма смежныхъ угловъ АВС а ВВС 

равна 2с?, то 

Черт. 15. 

АВС^ ЕВС = АВС^ ВВС. 

Отнявъ по углу АВС, находимъ, что углы ЕВС и ВВС равны 

между собою, что очевидно невозможно, потому что уголъ ВВС 

есть только часть угла ЕВС. 

Слѣдов., предположеніе, что ВВА не есть прямая линія, приводптъ 

къ нелѣпому вакдюченію, что часть равна своему цѣлому. 
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В § 7. Углы ЛОВ и СОТ), равно п углы ВОС 

/ п ЛОТ) (черт. 16), составленные двумя Пересѣ- 

о-кающимися линіями АО и 1)В, называются углами 

/ всітшшльиьши нлн противоположными. 
І> 
Черт. 16. Теорема Вертикальные углы равны между 

собою. 

Пусть будутъ лов и СОТ) (черт. 16) вертикальные углы; тре¬ 

буется доказать, что /^АОВ —/_ВОС. 

Докаа. Замѣтивъ, что углы ЛОВ и АОІ) составляютъ пару 

смежныхъ угловъ, а также углы АО В и і)ОС, и что по § 6 

сльдств. 1, одна пара смежныхъ угловъ равна другой парѣ, находимъ: 

ЛОБ+ АОО=:=АОВ-\-ВОС. 

Отнявъ но равному углу ЛОТ), паходпмъ АОВ = ВОС. Подоб¬ 

нымъ же образомъ доказывается, что ВОС~ ЛОТ). 

Обратная теорема. Если два равныхъ угла АОВ и СОВ (черт. 

17) имѣютъ обгцую вершину О и двѣ стороны. ОЩ^и ОС на 

оО/іОіі прямой линіи, то и двѣ друіія стороны 

АО и ОВ составля'ішіъ одну прямую линію, и 

нііэтому углы ЛОВ и СОВ противополооюпые. 

Доказ. Положпмъ, что АОВ пе прямая, но ло¬ 

маная линія, и пусть будетъ ОЕ продолженіемъ 

стороны АО\ тогда углы АОВ и СОЕ будуп. 

углы противоположные и по доказанному равны 

между собою. По по положенію угонъ ВОС равенъ углу АОВ\ слѣ¬ 

довательно уголъ ЕОС долженъ равняться углу СОВ, что очевидно 

невозможно, потому что СОЕ есть только часть утла СОВ. Итакъ 

предположеніе, что АОВ не прямая линія, приводитъ къ нелѣпому 

заключенію, что часть равна своему пѣлоггу. 

а 

Черт. 17. 
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ГЛАВА II. 

О Фигурахъ. 

о с^іигурахі. пообще.—Равенство треугольниковѣ.—Свойства перпеалквуддр» 
и наклонныхъ.—Задачи. 

О фигурахъ вообще. 

§ 8. Часть плоскости, со всѣхъ сторонъ ограішчеанан, назы¬ 

вается фигурою, предѣлъ ея — периметромъ. Когда фигура ограни¬ 

чена прямыин ЯЕПіямп, то она называется прямолинейною; когда 
же ограппчепа одной илп нѣсколькими кривыми линіями — криволи¬ 

нейною фигурою. Линіи, ограничивающія фигуру, называются сто¬ 

ронами ея. 

Прямолинейная фигура АВС ріерт. 18), ограниченная тремя 

сторонамн, называется треугольникомъ; фигура АВСВ (черт. 19), 

ограниченная четырьмя сто¬ 

ронами, — четыреугольни- 

комъ; фаг. ЛВСВЕ (черт. 

20), ограниченная пятью сто¬ 

ронамн, — нятиуюльннпомъ, 

и т. д. Фигура, ограничен¬ 

ная болѣе нежели четырьмя сторонами, называется также много- 

г/іольни7сомъ. 

Уголъ, составленный двумя послѣдовательными сторонами много¬ 

угольника, напр. уголъ ЛВС шестиуголь¬ 

ника АВСѴЕГ (черт. 21), называется вну¬ 

треннимъ угломъ иди просто угломъ много¬ 

угольника, а уголъ составленный одною сто¬ 

роною а продолженіемъ ^другой, смежной съ 

ней, какъ напр. уголъ ЛЕС., — вгтшнггмъ 

угломъ многоугольпнва. Когда внутренній 

угодъ многоугольника болѣе двухъ прямыхъ. 

& 

Че}». 2І. 

С А I) А 

!8. Черт. 10. Черт 
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вагъ еапр. угодъ Е (черт. 21), въ такомъ случаѣ оііъ называется 

входящгилъ. 

Очевидно, что во всякомъ многоугольникѣ число его угловъ рав¬ 

няется числу его сторонъ. 

§ 9. Діагональю многоугольника называется линія, соединяю¬ 

щая вершины двухъ угловъ, не прнлежащпхъ въ одной сторонѣ, 

напр. линія АС (чер'^. 22). 

Очевидно, что треугольникъ 

не имѣетъ діагонали; изъ 

каждаго угла четыреуголь- 

ника можно провести только 

одну діагональ, папр. изъ 

угла А (черт. 23) діагональ 

АС\ изъ каждаго угла піітиуголььика можно провести двѣ діо- 

гоналп, напр. изъ угла А (черт. 22) діагоналп АС я АІ). 

и т. д. 

Черт. 22. Черт. 2з. 

Такъ какъ изъ какого-нибудь угла А многоугольника АВ СОБЕС 

(черт 24) можно провести діагонали къ вершинамъ всѣхъ угловъ, 

исключая только два В іл О, ближайшіе 

въ го очевидно, что изъ каждаго угла 

многоугольника можно гіровести столько 

діагоналей, сколько многоугольникъ имѣ¬ 

етъ сторонъ безъ трехъ. 

§ 10. Діагонали, выходящія изъ какой- 

нибудь вершины А многоугольника (черт. 

24), раздѣляютъ его па треугольники. Каждый изъ этихъ тре¬ 

угольниковъ содержитъ по одной сторонѣ многоугольника, за исклю¬ 

ченіемъ двухъ крайнихъ треугольниковъ АВС и АСЕ, содержа¬ 

щихъ по двѣ стороны ипогоугольника; изъ этого слѣдуетъ, что 

діагонали, вглходягція изъ одной вершины мноіоугольпг^ка, раздгь- 

ляютг Но на столько треугольниковъ,' сколько мноюугольникг 
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имѣетъ сторонъ безъ двухъ. Такъ, напр., ^етырвуго^!ьншгь ЛВСВ 

(черт. 23) дѣлится діагональю АС на два, питиугоіьиикъ ЛВСВЕ 

(черт. 22) двумя діагоналями АО и АВ на три треугольника 

и т. д. 

§ 11. Плоская фигура, ограниченная кривою линіею ЛВСВ 

(черт. 25), которой всѣ точки отстоятъ на равномъ разстояніи отъ 

одной точки О, лежащей внутри ея, назы¬ 

вается кругомъ, самая же кривая — окруж¬ 

ностью круга. Точка О, равно отстоящая 

отъ всѣхъ точекъ окружности, называется 

центромъ; лппія ОІ/, соединяющая центръ 

съ какою-нибудь точкою окружности,—раді¬ 

усомъ, а линія Л С, проходящая чрезъ центръ 

отъ одной точки окружности до другой,— діаметромъ круга. Какая- 

нибудь часть АВ окружности называется дугою. 

Всякій діаметръ АС раздѣляетъ кругъ на двѣ равныя частп 

АВС и АВС. Въ самомъ дѣлѣ, стоитъ только перегнуть чертежъ 

по діаметру ЛС^ тогда часть АВС совпадаетъ съ частію АВС., 

потому что всѣ точки дуги ЛВС и дуги ЛВС равно отстоятъ отъ 

центра. 

Пзъ опредѣленія круга слѣдуетъ, что окружность есть гео¬ 

метрическое мѣсто всѣхъ точекъ, равно отстоящихъ отъ данной 

точки. 

Длн отшсанія окружности употребляется особый снарядъ, на¬ 

зываемый циркулемъ. Съ помощью цир¬ 

куля удобно рѣшается задача; отъ точ¬ 

ки О па линіи АВ (черт. 26) отло¬ 

жить часть, равную данной линіи СВ. 

Для этого изъ точки О оппсываемъ 

кругъ радіусомъ Сі); точки пересѣче¬ 

нія I, и М окружностп съ Прямой АВ 
А. Дакяхогь. Геометрія. 
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ОТСТОЯТЪ отъ тоткв о на равстояніл равномъ СВ, такъ что ОМ а 

ОЬ равняются СВ. 

Окружность есть единственная кривая линія, которая разсматри¬ 

вается въ ддементарвой геометріи. 

Равенство треугольниковъ. 

§ 12. Треугольникъ АВС (черт. 27), въ которомъ всѣ три сто¬ 

роны равны между собою, называется равностороннимъ, треуголь¬ 

никъ ЛВС (черт. 28) съ двумя равными сторонами АВ и СВ— 

Черт. 27. Черт. 28. Черт. 29. Черт. 30. Черт. 31. 

раемобедреккъшг, а Треугольникъ АВС (черт. 29), составденлый изъ 

трехъ неравныхъ сторонъ,—разностороіштъ. Греутол&нйкъ АВС 

(черт. $0), имѣющій прямой уголъ Л, называется прямоугольнымъ; 

стороны АС и ЛВ, заключающія прямой уголъ,— катетами, а 

сторона ВС., лежащая противъ прямого угла,— гхтотенузого. Тре- 

угодьникч>, не имѣющій прямого угла, называется косоугольнымъ. 

Косоугольный треугольникъ, котораго всѣ углы острые, какъ въ 

черт. 27, 28, называется остроугольнымъ; треугольникъ же ЛВС 

(черт. 31), имѣющій тупой уголъ Л,— тупоугольнымъ. 

Одна какая - нибудь изъ сторонъ треугольника называется оеио- 

вангемъ, а вершина противоположнаго ей угла — вергииною тре¬ 

угольника. Въ равнобедренномъ треугольникѣ, т.- е. въ треуголъ- 
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викѣ, имѣющемъ двѣ равныя стороны, за основаніе обыкновенно 

вриндмается неравная сторона. 

Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины треугольника на осно¬ 

ваніе или на продолженіе его, называется высотою. Такъ, напр., 

если въ треугольникѣ АВС (черт. $2) примемъ за основаніе 

ч^торону АС., то перпендп- 

куляръ І?і), опущенный на 

нее изъ вершины треуголь¬ 

ника, будетъ высотою; если 

же въ косоугольномъ тре¬ 

угольникѣ ^МN (черт. 33) 

примемъ за основаніе сторону ІЛ'’, то перпендикуляръ МО, опу 

щепный изъ вершины треугольника на продолженіе основанія, бу¬ 

детъ высотою 

Слово треугольникъ обозначается иногда для сокращенія зна 

комъ л. 

§ 13. Теорема Во всякомъ треумльникѣ одна сторона мен)ы 

ауммы двухъ другихъ сторонъ. 

Доказ. Это предложеніе непосредственно слѣдуетъ изъ аксіомы 

^ 1-го. 

Положимъ, что въ треугольникѣ ЛВС (черт. 34) сторона ЛВ 

больше стороны ВС\ такъ какъ по предыдущему 

АС-\-СВуАВ, 

то, вычтя по СЙ, находимъ 

ЛС>АВ—СВ, 

У 
^4.— 

Черт. 34. 

Т.-е, каждая сторона треуюлшика болѣе разности двухъ дру- 

ъихъ сторонъ. 
2* 
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§ 14. Ленка. Если внутри треугольника ЛВС (іерт. $5) про^ 

ведемъ ломаную линію ЛОС^ то 

АВ-\~ВС>АО-\-ОС. 

Доказ. Продолживъ линію АО до пере- 

сѣіенія 60 стороною ВО, находимъ по пре- 
Черт. 35. л 

^ дыдущему § 

АВ-]-ВВ^ЛОЛ-ОВ- ОІ>+І)С>ОС. 

Складывая почленно эти два неравенства и замѣчая, что ВВ а 

ВО составляютъ одну линію ВС, получпмъ 

ЛВ-{-ВО-]-ОВ у Л 0-іг ОС+ОВ, 

И если вычтемъ изъ обѣихъ частей неравенства по ОВ, то нахо^ 

ДИМЪ 
ЛВ-^ВСУАО-^ОС, 

что и требовалось доказать. 

§ 15. Теорема. Если двѣ стороны одного треугольника соош* 

вѣшсгивтно равгіы двумъ сгпоронамъ другого, и углы, заклкгчен- 

ные между этими сторопамгі, Лтакэісе равны, т.о и самые 

треугольники равны. 

Положимъ (черт. 36), что 

■■ АВ=А^В^, ВС = В^(\, ш 

уголъ АВС = ущ -^іВіОі; 

требуется доказать, что Д АБС равенъ Д А^В^Сі. 

Доказ. Одинъ изъ простѣйшихъ способовъ обнаружить равенство 

двухъ величинъ состоитъ въ томъ, что одну величину навладываемъ 

на другую и удостовѣряемся, совпадаютъ онѣ или нѣтъ. Этотъ 

способъ называется способол^г наложенія, а совпаденіе самыхъ ве¬ 

личинъ—конгруенціего *), 

Приложимъ этотъ способъ къ доказательству равенства рухъ. 

треугольниковъ АВС и А^В-^С^. 

*) Конгруеяція двуіъ величинъ обозначаетел знакомъ СО 
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Вообразимъ, что уголъ наложенъ на уголъ В\ вслѣдствіе ра* 

венства этихъ двухъ угловъ стороны и В^С^ совпадутъ со 

сторонами В А и ВС\ изъ равенства же самыхъ сторонъ слѣдуетъ, 

что точка упадетъ на ^ и точка на С; слѣдов. треуголъ* 

нивп А-^В^Сх и АВС совпадутъ и будутъ равны. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что двѣ стороны и уголъ, за¬ 

ключенный между ними, опредѣляютъ вполнѣ треугольникъ, потому 

что изъ этихъ трехъ частей можетъ быть составленъ только одинъ 

треугольникъ. 

§ 16. Теорена. Если два угла одного треугольника соотпвѣт- 

ственно равны двумъ угламъ другого, м стороны, лежащія ме- 

Ж'іу этгіми углами, также равны, то и самые треуюльшки 

равны. 

Положимъ, что (черт. 36) ^А=^Аі., 

требуется доказать, что ^ АВС равенъ Д АхВ^С^. 

Доказ, Наложимъ треугольникъ АхВхСх на треугольникъ АВС 

такъ, чтобы сторона АхСх совпадала съ равной ей стороною АС\ 

вслѣдствіе равенства угловъ А а Ах сторона ЛхВх сольется со 

стороною ЛІ?, и вслѣдствіе равенства угловъ С и С, сторона СхВ^ 

сольется со стороною СВ\ по такъ какъ двѣ прямыя могутъ пере* 

сѣкаться только въ одной точкѣ, то точка Вх упадетъ на точку В. 

Слѣд. треугольники АхВіСі и АВС совпадаютъ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что одна сторона и два приле¬ 

жащихъ къ ней угла опредѣляютъ вполнѣ треугольникъ, потому 

что изъ этихъ трехъ частей можетъ быть составленъ только одинъ 

треугольникъ. 

§ 17. Лемма. Если двѣ стороны одного треугольника соотвгмп- 

ственно равны двумъ сторонамъ дрг/гого, но углы между этими 

сторонами не равны, то противъ большаю угла леоюитъ и болы 

шая сторона. 
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Положимъ, что въ руъъ треугольникаіъ АВС и А,Б^Сі (черт. 

37) ХВ=Л-Ві и АО=А,С,, а уголъ -В4С>угла ДЛ^і; тр»' 

в буеіся доказать, что ВС"^ 

АС,. 
^оказатпелъство. Нало- 

, жимъ Д А^В^С, на Д ЛВС 

такъ, чтобы сторона .4,0, 

совпала съ равною ей сторо¬ 

ною АС. Такъ какъ уголъ 0,4,5, меньше угла САВ, то линія 

4,5, пойдетъ по направленію 47Ѵ между сторонами АО я АВ^ 

и точка Б, упадетъ или внутри треугольника въ і, или па сто¬ 

ронѣ БС въ ЛГ, или внѣ треугольника въ У, Разсмотримъ от¬ 

дѣльно вти три случая. 

1-й случай. Треугольникъ АіВ^С^ при наложеніи принимаетъ по. 

доженіе АВС. 

По § 14 МН имѣемъ; 

по положенію же 

4Б+БС>4Ь+ІС-, 

АВ=АВ, 

слѣдов., вычтя, иаіодимъ БС^ВС. 

2- й случай. Треугольникъ 4,Б, О, при наложеніи принимаетъ 

положеніе 4ЖС. Въ втомъ случаѣ само собою ясно что ВС^МС. 

3- й случай. Треугольникъ Л^Б^С^ при наложеніи принимаетъ 

положеніе АВС. 

Ивъ треугольниковъ АМВ и СЗІВ имѣемъ: 

АЗІ-^-МБу-АБ и ^"ЗI-^-3}с^NС. 

Сложивъ почленно вти неравенства и замѣтивъ что линіи Б31 и 

МС составляютъ одну линію ВС, а линіи АЗІ и ЗІВ одну линію 

АВ, находимъ: 

АВ+БС>АВ+ВС. 

Но но положенію ЛВ—АВ', слѣдовательно, вычтя, находимъ 

ВС>ВС. 
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Итакъ во всѣхъ возможныхъ случаяхъ сторона ВС больше сто¬ 

роны В^Сі. 

Обратная теорема. Если двѣ стороны одного треугольника соот- 

вѣтственно равны двумъ сторонамъ другою, но третьи сто¬ 

роны не равны, то 

гіротивъ большей сто¬ 

роны лем-итг и боль¬ 

шій уголъ. 

Пусть будетъ (черт. 

38) АВ = А, В,, 

ВСув,С^- 

угла Аі- 

Черт, В8, 

требуется доказать, что уголъ А^ 

Доказ. Уголъ А не можетъ быть меньше угла петому что 

иначе, по предыдущей теоремѣ, сторона ВС была бы меньше 

стороны что противно Положенію; но уголъ Л не можетъ 

также быть равенъ углу А^^ потому что иначе треугольники 

САВ и С^А-^Ві, имѣя по двѣ стороны а углу между ними рав¬ 

ными. по § 15 были бы равны и ВС=В^(\., что также противно 

положенію. Итакъ уголъ .4]>угла А^^ что и требовалось доказать. 

§ 18. Теорема. Если три стороны одною треугольника соот- 

вѣтственно равны тремъ сто¬ 

ронамъ другого, то и треуголь¬ 

ники равны. 

Пусть будетъ (черт. 36) 

АВ = Л,В,, = и 

ВС = В^Са требуется дока¬ 

зать, что Д АВС равенъ д Л^В^С^. 

Доказ. Два соотвѣтствующнхъ угла, напр. А и А^, лежащіе про¬ 

тивъ равныхъ сторонъ, по предыдущему § не могутъ быть различны, 

слѣдов. должны быть равны между собою; но въ гакомъ случаѣ 

треугольники АВС и А^В-^С^., имѣя двѣ стороны и уголъ между 

ними равными, по § 15 равны между собою. 

Черт. 36. 
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Ивъ этого предложешя слѣдуегь, что три стороны опредѣляютъ 

вполнѣ треугольникъ, потому что изъ этихъ трехъ частей можетъ 

быть составленъ только одинъ треугольникъ. 

§ 19. Теорема. Во всякомъ треугольникѣ внѣшній уголъ Солѣе 

«ажОаго изъ внутреннихъ угловъ не смеошаго съ нимъ. 

В Пусть будетъ (черт. 39) ВСВ внѣш¬ 

ній уголъ треутольпика ЛВС\ требуется 

доказать, что уголъ ВСВ больше угла ЛВС 

и угла САВ. 

Доказ. Пусть будетъ О средияа сто¬ 

роны проведемъ чрезъ точки Л ж О 

прямую 0 возьмемъ ОЕ=ЛО\ наконецъ, соединимъ точки Е ж С. 

Въ треугольникахъ ЛОВ и СОЕ углы ВОА и ЕОС равны, 

какъ вертикальные (§ 7); кромѣ того, по построенію ВО—ОС 

я АО^ОЕ. Слѣдов. эти треугольники по § 15 равны, и по¬ 

тому уголъ ОСЕ равенъ углу АВО\ слѣд. уголъ ВСВ больше 

угла АВС. 

Черт. 39. 

Далѣе замѣтимъ, что если вмѣсто АС продолжимъ сторону 

то по предыдущему докажемъ, что внѣшній уголъ АСЕ больше 

внутренняго угла ВАС\ но углы ВСВ п АСЕ равны между собою, 

какъ утлы вертикальные (§ 7)-, слѣдов. уголъ ВСВ также больше 

угла ВАС. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что во всякомъ прямоуголь¬ 

номъ треугольншѣ оба угла, прилежагціе гипотенузѣ,—острые. 

в Въ самомъ дѣлѣ, продолживъ въ прямоутоль- 

номъ треутольникѣ ЛВС (черт. 40) катетъ АС, 

паходиыъ по предыдущему, что углы САВ и 

АВС меньше внѣшпяг(^ утла ВСВ^ т.-е. меньше 

прямого угла. 
Черт. 40. 

§ 20. Теорема. Въ равнобедренномъ треугольникѣ углы при 

основаніи равны. 
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Положішъ, что въ треугольникѣ АБС (черт. 41) сторона АБ 

равна сторонѣ ВС\ требуется доказать, что 

Доказ. Пусть будетъ I) средина основанія ^С. 

Соединивъ точку В съ точкою составимъ два 

треугольника ЛБІ) и СВВ, которыхъ стороны 

соотвѣтственно равны, потому что сторона ВБ Черт.^і. 

общая. АВ=ВС по положенію, АБ=БС по построенію; поэтому 

ра треугольника равный и вслѣдствіе этого /_А=/_С. 

Очевидно, что на осповапіп этой теоремы въ равностороннемъ 

треугольникѣ всѣ три угла равны между собою. 

§ 21 Теорема. Ь’о вслко.м-г ^ире^/гольникп. противъ большей сто- 

роііы лежитъ большій уголъ. 

Пусть будетъ (черт. 42) АБ'у>ВС\ требуется 

доказать, что уголъ .405^угла ВАС. 

Доказ. Отложимъ на большей сторонѣ АВ 

часть ВБ —ВС и соединимъ точки Б ѵг С. 

Въ равнобедренномъ треугольппкѣ ВСБ по 

§ 20 уголъ БСВ = '^іц ВБС; слѣдов. уголъ .4(7і?>угла ВБС\ 

но уголъ ВБС., какъ внѣшній уголъ Д АБС, больше угла САБ 

(§ 19); слѣдов. уголъ АСВ )> угла САВ. 

в 

Черт. 42. 

Обратная теорема. Во всякомъ треугольникѣ протгш большаго 

угла лелсигт большая сторона. 

Пусть будетъ, (черт. 42) уголъ АСВ )> угла ВЛС\ требуется 

доказать, что АВ 'Д> ВС. 

Доказ. Очевидно, что АВ не можетъ равняться ВС, потому 

что иначе л АВС былъ бы равнобедренный, и уголъ АСВ рав¬ 

нялся бы углу ВАС (§ 20), что противно положенію. Но АВ 

также не можетъ быть менѣе ВС, потому что иначе по нреды- 

ОТему уголъ АСВ былъ бы меньше угла ВАС, что также 

иротвБно положенію; слѣдов. сторона АВ должна быть больше 

стороны ВС. 
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§ 22. Теорема. Вг треугольникѣ, въ которомъ два угла равны, 

прошивополооюныя имъ стороны также равны. 

Положяагъ, что въ треугоіыіікѣ АВС (черт. 41) 

уголъ А равенъ углу О, требуется доказать, что 

АВ = ВО, т.-е. что треугольникъ АВС равно¬ 

бедренный. 

^ Доказ. Если бы стороны ЛВ е ВС были не 

Черт. 41. равны, то по § 21 углы А п С также были бы 

не равны, что противно положенію; поэтому стороны АВ и ВС 

должны быть равными. 

Очевидно, что на основаніи этой теоремы треугольникъ съ тремя 

равными углами есть треугольникъ равносторонній. 

§ 23. Такъ какъ всѣ прямоугольные треугольники имѣютъ по 

одному равному углу, именно по прямому углу, то два прямоуголь- 

ныіъ треугольника равны: 

1) Когда катеты одного соотвѣтственно равны катетамъ другого 

(§ 15). 

2) Когда катетъ и прилежащій къ нему острый уголъ одного 

равны катету и прилежащему острому углу другого (§ 16). 

§ 24, Теорема. Если гипотенуза и одинъ ггзъ острыхъ угловъ 

одною прямоугольнаго треугольника ссотвгьтствегшо равны іи.- 

потенузгъ и острому углу другого, то самые треугольники 

Положим^ что въ прямоугольныхъ 

треугольникахъ АВС и А^ВіС^ (терт. 

43) АВ=А^Ві и Д!.А ==^^Аі; 

требуется доказать, что Л АВС ра¬ 

венъ л АіВіСі. 

Дока-з. Наложимъ д А^Ві на 

д ..‘ІВС такъ, чтобы сторона А^Ві совпала съ равной ей сто¬ 

роною АВ. Вслѣдствіе равенства угловъ А а А^ сторона 

пойдетъ но направленію АС; сторона же В^Сі при зтомъ на 

Черт. 43. 
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можетъ лежать внутри треугольника, какъ линія ВЕ^ потому что въ 

такоиъ случаѣ уголъ ЛЕВ, какъ внѣшній уголъ, былъ бы болѣе 

црямого угла ЕСВ (§ 19), что противно положенію; но сторона 

БіС] также не можетъ лежать внѣ треугольника, какъ линія ВВ, 

потому что въ такомъ случаѣ уголъ ВВС былъ бы меньше внѣш¬ 

няго угла лев, т.-е. меньше прямого, что также противно поло¬ 

женію. Слѣдов. сторона пойдетъ по сторонѣ ВС, и два тре¬ 

угольника совпадутъ, что и требовалось доказать. 

Изъ этого предложенія слѣ¬ 

дуетъ, что въ двухъ равныхъ 

треугольникахъ АВС и Л^В^ Сі 

(черт. 44) высоты ВТ) и В-^І)^ 

также равны, потому что пря 

иоугольные треугольники ЛВВ 

Л = углу Лі и АВ ^ А^В^, 

собою. 

§ 25. Теорема. Если гшотшра и катетъ одною прямоуголь¬ 

наго треугольника соотвѣтственно равны гипотенузѣ и катету 

другого, то и самые треугольники равны. 

Положимъ, что въ прямоугольныхъ 

треугольникахъ ЛВС и Л^В^С^ (черт. 

45) ЛВ = ЛіВі и ВС= ВіС^-, тре¬ 

буется доказать, что Д АВС равенъ 

Д АіВ^Сі. 

Доказ. Приложимъ Д къ Д ЛВС такъ, чтобы сторона 

В^Сі совпала съ равной ей стороною БС и Д Л^В^С^ принялъ 

положеніе ВВС; линія СВ будетъ продолаепіемъ линіи .4С, потому 

что уголъ вев по положенію равенъ прямому (§ 6). Треугольникъ 

АВВ, въ которомъ по положенію ЛВ—ВВ, будетъ равнобедрен¬ 

ный; слѣд. по § 20 уголъ ^ = углу В, и такъ какъ 

то Изъ этого слѣдуетъ, что треугольники АВС а 

Черт. 45. 

В п 

Черт, 44. 

И А.^В^В^, въ иоторыхъ уголъ 

но предыдущему равны между 
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Л^ВіС^, имѣя по равной гипотенузѣ и но равному острому углу 

равны. 

в Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что въ равно¬ 

бедренномъ треугольникѣ АВС (черт. 46) пер- 

с пендикуляръ ВП, опущенный изъ вергиины на 

основаніе, дѣлитъ основаніе и уголъ при вершинѣ 
Черт. 46. 

пополамъ, потому ЧТО прямоугольные треугольншш 

ЛВВ и СБІ), имѣя равныя гипотенузы ЛВ и ВС и общій катетъ 

ВВ, по предыдущему равны между собою. 

§ 26. Теорема. Если катетъ и противоположный уголъ 

одного прямоугольнаго треугольника соотвѣтственно равны ка¬ 

тету и противоположному углу другого, то самые треугольники 

равны. 

ц Полежимъ, что въ прямоугольныхъ тре¬ 

угольникахъ АВС и ЛіВіС^ (черт, 45) 

ВС=ВіСі и А—А^, требуется док»- 

с зать, что д АВС равенъ д Л^В^С^. 

Доказ. Приложимъ Д А,Б,Сі къ 
Черт. 45. 

д АВС, какъ въ предыдущемъ §, т.-е. 

гакъ, чтобы онъ принялъ положеніе ВСВ. Въ Д АВВ по поло¬ 

женію .4—1); слѣд., по § 22, АВ=ВВ\ но такъ какъ ВВ—А^В^^ 

то АВ=^АіВі. Изъ этого слѣдуетъ, что треутольпики АВС и 

А^ВіСх^ въ которыхъ гипотенузы АВ ж Л^В^ и острые углы А и 

Л, равны, но § 24 равны между собою. 

Изъ свойства прямоугольныхъ треугольниковъ легко выводятся 

свойства п^пендшуляра относительно наклонныхъ линій. 

Свойства перпендикуляра и наклонныхъ. 

§ 27. Теорема. Изъ одной точки можно опустить на прямую 

линію только одгтъ перпендикуляръ. 
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Подожинъ, что И8Ъ точки А (черт. 47) опущенъ 

перпендикуляръ АБ на лпнію требуется до¬ 

казать, что всякая другая лппіи АС, проведенная 

изъ точки А, не можетъ быть перпендикуля¬ 

ромъ къ ЛГ. 

& 

Черт. 47. 

Доказ. Замѣтивъ, что въ треугольникѣ АВС уголъ В по поло¬ 

женію прямой, заключаемъ (§ 19 сл,), что уголъ АСБ острый^ 

и слѣдов. линія АС наклонная. 

Замѣч. Для 'проведенія перпепдп- 

куляра употребляется снарядъ АВС 

(черт. 48), состоящій изъ двухъ лп- 

неекъ, образующихъ прямой уголъ, 

или снарядъ ^МN (черт. 49), пред¬ 

ставляющій деревянную дощечку въ 

видѣ прямоугольнаго треугольника. 
Черт. 48. Черт. 49. 

§ 28. Теорема. Перпендикуляръ короче всякой наклонной. 

Положимъ, что ЛВ (черт. 47) есть перпендикуляръ, опущенный 

изъ точки Л па прямую ПП, и АС какая-нибудь паклоппая, про¬ 

веденная изъ точки Л\ требуется доказать, что АС'Д>АВ. 

Доказ. Въ прямоугольномъ треугольникѣ АВС по § 19 уголъ С 

меньше угла В, слѣдов. СА";>АВ (§ 21). 

Изъ этого предложенія слѣд^щгъ, что во всякомъ прямоугольномъ 

треугольникѣ каждый изъ катетовъ меньше гипотенузы. 

Такъ какъ перпепркуляръ есть кратчайшее разстояніе точки отъ 

прямой, то разстояніе точки отъ прямой ощ)ед’Ьляется длиною пер- 

нендикуляра, опущеннаго изъ точки на прямую. 

Обратная теорема. Кратчайшее разстояніе точки отъ прямой 

есть линія, перпендикулярная кг послѣдней. 

Пусть будетъ АВ (черт. 47) кратчайшее разстояніе точки А 

отъ щ)Ямой ВК’, требуется доказать, что АВ нернендикулярна 

къ ВК. 
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Докаа. Если бы не АБ, а какая-нибудь другая линія АС была 

перпендикулярна къ то АС была бы меньше АВ^ что про¬ 

тивно полояенію. 

§ 29. Теорема Равныя наклонныя равно рдалены отъ перпен- 

Положимъ, что АВ (черт. 50) есть 

перпендикуляръ, опущенный ивъ точки 

А на прямую ЕР^ и что наклонныя 

.40 и АВ равны между собою; тре¬ 

буется доказать, что СВ — ВВ. 

Доказ. Так»* какъ прямоугольные тре¬ 

угольники АВС и АВВ имѣютъ общій 

катетъ АВ и равныя гипотенузы АС й АВ, то по § 25 треуголь¬ 

ники равны, и слѣдов. СВ — ВВ. 

Обратная теорема. Наклонныя^ равно удамнныя отъ перпенди' 

куляра, равны. 

Положимъ, что ВС—ВВ (черт. 50); требуется доказать, что 

АС^АВ. 

Доказ. Такъ какъ прямоугольные треугольники АВС и АВВ 

имѣютъ общій катетъ АВ^ а другіе катеты СВ и ВВ по поло¬ 

женію равны, то эти треугольники по § 23 равны, 9 слѣдов. 

АС = АВ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что наклонныя ОС и ѲВ (черт. 

51), равно удаленныя отъ перпендикуляра ЛВ, но провёдепния 

отъ точки Ѳ, лежаіцей внѣ перпенди¬ 

куляра, не равны между собою. Въ са¬ 

момъ дѣ.чѣ, соединивъ точки И ж В, на¬ 

ходимъ изъ треугольппка СНВ 

сн-\-нвусв. 
Но наклонныя НС и ПВ но положенію 

равно удалены отъ перпендикуляра, слѣдов. 

по предыдущему онѣ равны между собою; поэтому СН-\-ЕСуСВ 

или С су СВ. 

Черт. 51. 
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Изъ этого же предложенія слѣдуетъ, что перпендикуляръ, прове¬ 

денный чрезъ средину лпніп, есть геометрическое мѣсто точекъ, 

равно отстоящихъ отъ обоихъ концовъ ея. 

§ 30. Теорема. Изъ двухъ наклонныхъ та, которая далыие от- 

сгпоитъ отъ перпендикуляра, болъгае другой. 

Положимъ, что изъ точки л 

(черт. 52) опущенъ перпендикуляръ 

ЛВ на прямую ЕК и проведены 

рѣ наклонныя АВ и АС такъ, 

что ВС^БВ:, требуется дока¬ 

зать, что АС'^ ЛВ. 

Доказ. Отложивъ ВВ.^ == 2?І), 

соединимъ точки А ^ Ву, находимъ АВ^ = АВ (§ 29). Но уголъ 

А.СВ меньше прямого, какъ острый уголъ прямоугольнаго тре¬ 

угольника САВ, а уголъ АВ^С больше прямого, какъ внѣшній 

^толъ прямоугольнаго тре^тольника АВ^В\ слѣдов., въ треуголь¬ 

никѣ АСВ^ уголъ АВ^С больше угла АСВ^, а потом) по § 21 

аС'Д’АВ^ или АСД>АВ. 

Обратная теорема. Изъ двухъ наклонныхъ та, которая больше, 

отстоитъ отъ перпендикулрра далыие. 

Положимъ, что ЛС^ЛВ (черт. 52), требуетса доказать, что 

свувв. 
Доказ. Очевидно, что СВ не можетъ равняться ВВ, потому что 

тогда по § 29 ЛС^АВ, что противно положенію; но ВС не мо¬ 

жетъ быть и меньше ВВ^ потому что тогда по предыдущему АС 

была бы м 'ньше ЛВ., что также протявпо положенію; слѣдов. СВ 

будетъ боль ме ВВ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что изъ данной точки на пря¬ 

мую можно провести не болѣе двухъ наклонныхъ, равныхъ между 

собою. 
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Задачи. 

1. Начертить прямую, равную суммѣ нѣсколькихъ линій, 

2. Начертить прямую, равную данной линіи, повторенисй нѣсколько 
разъ. 

3. Начертить прямую, равную разности двухъ линій АВ и МК. 
4. Раздѣлитъ прямую ЛВ пополамъ. 
5. Раздѣлить прямую АВ па 4, 8, 16 н т. д. равныхъ частей. 

6. По данной суммѣ в и разности д, двухъ прямыхъ опредѣлить эти 
ірамыя. 

7. Изъ средины линіи АВ возставитъ вт ней перпендикуляръ. 
8. Чрезъ точку О прямой АВ провести къ ней перпендикуляръ. 
9. Изъ точки М опустить перпендикуляръ на прямую АВ- 
Ю. Измѣрить разстояніе точки Ж отъ прямой АВ. 

11. Найти геометрическое мѣсто точекъ, равно отстоящихъ отъ двухъ 
точекъ А к В. 

12. При точкѣ А прямой АВ построить уголъ, равный данному углу 
ьом. 

13. Составить уголъ, равный суммѣ нѣсколькихъ угловъ, 

14. Составить уголъ, равный данному углу, повторенному нѣсколько 
разъ. 

16. Составить уголъ, равный разности двухъ угловъ. 
16. Раздѣлить уголъ ВАС пополамъ. 

17. Раздѣлитъ уголъ ВАС на 4, 8, 16 и т. д. равныхъ частей. 
18. По данной суммѣ н разности двухъ угловъ опредѣлить эти углы. 
19. Провести чрезъ точку А прямую, проходяшую ме.ъ,ду точками В а 

С иа равномъ разстояніи отъ пихъ. 

5:0. Даны двѣ точки Ь и М; найти на прямой АВ такую точку, чтобы 
прямыя, проведенныя изъ этой точки къ точкамъ І и Ж, составляли съ 
прямой АВ равные углы. 

21. Провести чрезъ точку В прямую, составляющую одивакіе углы со 
етороиамм даннаго угла ЬОМ. 

22. На прямой АВ паітн точку на равномъ разстояніи отъ двухъ дан¬ 
ныхъ точекъ М а N. 

23. Найти геометрическое мѣсто точекъ, равно отстоящихъ отъ двухъ 
прямыхъ АВ и СВ, пересѣкающихся въ точкѣ О. 

24. Найти на прямой АВ точку, равно отстоящую отъ двухъ пересѣ¬ 
кающихся линій ВМ и ВО. 

25. Построить треуголъ іикъ по тремъ даннымъ сторонамъ его. 
26. Построить треугольникъ по даннымъ двумъ сторонамъ н по углу, 

ішиючающемуся между ними. 

27. Построить треугол .пикъ по данной сторонѣ и двумъ прилежащимъ 
угламъ. 
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28. Достроить треугольникъ по даннымъ двумъ сторонамъ и по углу 
противоположному одной изъ ЦНХЪ. 

29. Достроит:, иріііИ/у.олыіііи іреугольииЕъ по данной гипотенузѣ и 
данному катету. 

30. Постуюять прямоугольный треугольникъ по данной гипотенузѣ н 
данному ос'і'рому углу. 

31. Построи'гь треугольникъ по данной сторонѣ, но прилежащему углу 
и суммѣ двухъ другихъ сторонъ. 

32. Построить треугольникъ по данной сторонѣ, по прилежащему углу 
я раііности двухъ другихъ сторонъ. 

33. На прямой АВ найти такую точку, чтобы сумма разстояній ея отъ 
двухъ данныхъ точекъ І и М, лежащихъ по одной сторонѣ прямой АВ, 

была бы наименьшая. 

ГЛАВА ІИ. 

Параллельныя линіи. 

Т^рія параллельныхъ линій. Нѣкоторыя слѣдствія ея. О параллелограм¬ 
махъ н трапеціяхъ. Задачи. 

Параллельныя линіи. 

§ 31. Дііѣ линіи АВ и СВ (черт. 53), лежашія въ одной пло¬ 

скости н при продолженіи въ ту 

н другую сторону не встрѣча¬ 

ющіяся, называются параллель¬ 

ными. 

Если пересѣчемъ параллельныя 

линіи АВ и СВ косиепною .ш- 

шею ВВ, называемою пересѣкающею^ то образуется восемь угловъ 

Рч Чч '^ч ^ч из'ь которыхъ »», п, м?, X называются 

еншиними, а р, и, ѵ—енутренними углами. Разсматривай углы 

попарно, мы называемъ два угла, лежащіе по одной сторонѣ пере¬ 

сѣкающей, какъ папр. углы т и м?, или ^ и х^~оОноеторанними; 

углы же, лежащіе по разнымъ сторонамъ пересѣкающей, какъ папр. 

углы р и *?, или п м 10^—накрестъ-лежащіши. 

к 

Ь. Д&пдоаі.. Гмхвірія. 3 
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Два оростороннихъ угла, изъ которыхъ одинъ внутренній, а яругой 

внѣшній, какъ напр. углы т н м, называются соотвѣтственными. 

Для обозначенія параллельности двухъ линій употребляется иногда 

знакъ 11 . Напр., ЛВ [| СВ значитъ, что линіи АВ и СВ параллельны 

нзхду собою. 

А 

§ 82. Творена. Двѣ линіи, перпендикулярнът къ третьей линіи, 

параллельны между собою. 

^ Положивъ, что линіи АВ и СВ (черт. 

54) перпендикулярны къ линіи тре¬ 

буется доказать, что линіи ЛВ и СВ парал¬ 

лельны. 

Доказ. Если бы линіи АВ н СВ при про¬ 

долженіи пересѣкались, то изъ точки ихъ пе¬ 

ресѣченія были бы опушены два перпендику¬ 

ляра на линію ЕВ., что протпвно § 27. 

1м 
I 
I 
1 

г 

Черт. 54. 

§ 33. Теореиа. Двѣ линіи, пересѣченныя третьей линіей, па- 

раллельны, когда внутренніе накрестъ-лежащіе углы роты. 

Пможимъ, что ^=и (черт. 53), 

требуется доказать, что АВ Ц СВ. 

Доказ. Если бы линіи АВ и СВ 

при продолженіи пересѣкались, то 

составился бы треугольникъ, для ко¬ 

тораго одинъ изъ угловъ у иля % 

былъ бы внѣшниагь, а друі’ой в^- 

треннииъ угломъ; слѣдов. при пересѣченіи линій АВ и СВ внѣшній 

уголъ треугольника равнялся бы'впутренявму углу, что противно § 19. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ; 

1. Линіи АВ и СВ параллельны, когда внѣшніе намрестг-ле- 

жащіе углы, напр. т и іс, равны, потому что изъ пі = х слѣ¬ 

дуетъ ^ = и. 

2. Линіи АВ и СВ пс^аллелъны, гапда соотептетеенные углы, 

папр. тли, равны, потому что мзъ т = и слѣдуетъ 
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3. Линіи ЛИ и СІ) параллельны, когда сумма двухъ впутрен- 

шхъ одностороннихъ угловъ, напр.р и м, равна двумъ прямымъ, пото¬ 

ну что изъ р-\-и=Ы и слѣдуетъ р+м=р4-2, или и=^^. 

4. Линіи АВ гі СВ параллельны, когда сумма двухъ внѣгиниосъ 

одностороннихъ угловъ, напр. тигѵ^ равна двумъ прямымъ^ потому 

что изъ т-{-гѵ=2^ и ю-\-и—2^ слѣдуетъ и—т. 

5. Если изъ восьии угловъ п, т, р^ м, *>, «>, х составить 

слѣдующія равенства: 

Я~^'і 

у—х. 

(іА^гѵ=2<1-^ 

т—х\ 

т-\-ѵ=2Л\ 

т=и\ 

т-\-гѵ=2Л\ 

р=ѵ\ 

р-\-и=2й\ 

р=Ѵ)\ 

р^^x=2й\ 

п—щ 

п-{-а:=2с2; 
п—ѵ\ 

п-\-и=2д,\ 

то очевидно, что каждое пзъ нихъ обусловливаетъ всѣ остальныя; 

слѣдов. линіи АВ и СВ параллельны, когда оро изъ этихъ ра¬ 

венствъ сушествуетъ. 

§ 34. Аксіома. Деѣ линіи АВ и СВ (черт. 55), изъ которыхъ 

одна СВ перпендикулярна къ пересѣ¬ 

кающей ЕВ\ а другая АВ составляетъ 

съ ней острый или тупой уголъ, при про¬ 

долженіи пересѣкаются. 

Изъ этой аксіомы слѣдуетъ, что щя- 

мая, перпендикулярная къ одной изъ двухъ 

параллельныхъ линій, пресѣкаетъ другую 

подъ прямымъ угломъ. 

Въ самоиъ дѣлѣ, пусть будутъ АВ а СВ 

лельБыя линіи, и положимъ, что прямая 

ЕГ перпендикулярна къ линіи СВ. Еедя 

изъ точки N опустимъ перпендикуляръ на 

линію АВ, то ОБЪ будетт> перпендикуля¬ 

ромъ и къ линіи СВ, ипаче линія СВ 

п АВ по предыдущей аксіомѣ при про- 

долж^шп пересѣкались бы. Но изъ того, 

(черт. 54} рѣ нарал- 

Е 

М „ 

С 

7 
Г 

X) 

Черт. 54. 
6* 
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что ята линія перпендикулярна къ СВ. олѣзуртъ, что опа оливается 

съ прямой ЕЬ\ слѣдов*, прямая ЕЕ пересѣкаетъ линію ЛВ подъ 

прямымъ утломъ. 

§ 35. Теорвна. Параллельныя лп>іпі ег пересгькающею образуютъ 

янутренніе накрестъ-лежащіе углы равные. 

Положимъ, что линіи АВ и СВ (черт. 56) параллельны и пере¬ 

сѣчены линіею ЕЕ\ требуется доказать, что 

Б Докоз. Пусть будетъ О средина линіи 

^ ^ ЛПѴ; изъ точки О опускаемъ перпенди- 

® кудяръ на СВ а продолжаемъ его до пе- 

Е, ресѣчепія съ прямой ЛВ. Линія Р^ по 

^ г § 34 перпендикулярна къ АВ; слѣдов., 

треуголБйнкп МОР а прямоуголъ- 

Черт. 56. яые; а такъ какъ, кромѣ того, по по¬ 

строенію АІО—ОЕ и уголъ ^ОЛ'' = углу ЛОР, какъ утлы 

вертикальные, то эти Треугольники по § 24 равны, а потому 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что уре.^ъ данную точку мооюио 

провеши только одну линію, параллельную данной прямой. 

Изъ этого же предложенія слѣдуетъ: 

1. Если линіи АВ и СВ па- 

раллелън-ы, то внѣшніе накрестъ- 

лежащге углы, напр. ш ъ. х., равны, 

потому что изъ 5=м слѣдуетъ т==х. 

2. Если линіи АВ и СВ парал¬ 

лельны, то соотвѣтственные углы, 

напр. ш ]и и, равшь^ потому что изъ 

3- Если линіи АВ и СВ параллельны, то сумма двухъ вну- 

трентисъ одпосторонгігысъ угловъ, напр. р И и, равна двумъ пря¬ 

мымъ, потоку что авъ а слѣдуетъ 

у 
и/т/ 

С— 

Р 
Черт. 53- 

слѣдуетъ т^и. 



4. Если линіи ЛѢ и СВ параллельны, то сумма внѣгтгіхъ 

о&носшоронншъ угловъ, напр. т и м?, равна двумъ прямымъ 

иотоиу что изъ т = а; и х-^го = 2^ слѣдуетъ т-{'го = 2^. 

5. Вообше, если линіи ЛВ и СВ параллельны, то существуютъ 

всѣ 16 равенствъ § 33, слѣдств 5. Очевидно, что если одно пзъ 

этихъ равенствъ не существуетъ, то не сушествуютъ и всѣ осталь¬ 

ныя, и въ лтомъ случаѣ лиши не параллельны, т.-е. при продол¬ 

женія встрѣчаются *) 

*) Замѣчаніе. Предложеніе: если двѣ линіи пересѣчены коо- 

ьенно третьею в суммадвухъвнутреннихъ односторон¬ 
нихъ угловъ не равна то линіи ира продолженіи ьстрѣ- 
ч.іютсл, н]гннлто(‘ :)ныид<>мъ, далъ истина сака собою очевнднал, составляетъ 
въ 'МО и'кмсіріи нзвѣстмую въ наукѣ одиннадцатую влсюыу. Извѣстность, ко* 
■пірню ноды^етоя зто предложеніе между геометрами, происходитъ отъ того, что 
цротивъ ею очевидности сдѣлано было иного возраженіи. Но всѣ попытки гео¬ 

метровъ древняго и новаго времени строго доиааать ото предложеніе не привела 
пн къ какому удовлетворительному результату. Въ энциклопедіи О г и Ь в г’а, въ 
статьѣ ІГараііельана л и н і и, находитса нодробное изложеніе разныхъ мнѣній 
объ этомъ спорномъ предметѣ, вмѣстѣ съ указаніемъ различныхъ сочннеиіа о 
параллельныхъ линіяхъ, число которыхъ простирается до 100. Обстоятельное 
ачложеніе разныхъ теорій параллелей находимъ мы і-асже въ сочиненіи акаде¬ 

мика В. Я. Бунаковскаго: О параллельныхъ линіяхъ (1В53). 
Изъ всѣхъ неудачныхъ попытокъ основать теорію параллельныхъ линій на 

строго дохазааяон истинѣ мы выводинъ заключеніе, что эта теорія требуетъ 
особаго освовиого положеніи, которое должно быть допущено безъ доказательства, 
какъ истина сама собою очевидная. Затрудненіе можетъ заключаться только въ 
ижборѢ предложенія, столь очевиднаго, чтобы оно могло быть допущено безъ 
доказательства. Предложеніе, что двѣ линіи, изъ которыхъ одна пер¬ 

пендикулярна, а другая не иерненднкулярна къ пересѣ¬ 
кающей, при продолженіи встрѣтятся, прныятое въ § 34 
какъ аксіома, въ основаніе теоріи параллельныхъ линій, очевидно есть ме чт* 

иное, какъ простѣйшее выраженіе одиннадцатой ^«с****** 'Эвклида. 
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Нѣкоторыя слѣдствія изъ теоріи параллель¬ 
ныхъ линій. 

§ 36. Теорема. Двѣ линіи, параллельньіл третьей, паралмльнлі 

чежду собою. 

Положимъ, что (черт. 57) АВ || ВМ 

н СВ [| ХМ; требуетси доказать, что 

в АВ II СВ. 

Доназ. Вслѣдствіе параллельности ли- 

нііі АВ и ХМ по § 35 уголъ а = 

^ углу с;,вслѣдствіе же вараалельности ли¬ 

ній СВ в ХМ уголъ Ь = углу с; слѣдов. 

г и потому по § 33 линіи АВ ш 

Черт. 57- СВ параллельны. 

§ 37. Теореаа. Отрѣзки параллельныхъ между параллельными 

раани. 

-н т Положимъ, что (черт. 58) ХЛГ Ц Р^ 

/ / в К ТХІ\ требуется доказать, чта 

Ь-АВ=СВ и АС=^ЪВ. 

/ Доназ. Соединивъ точки С и Л, за- 

^~С/ мѣтимъ, что треугольники АВС и ВВС 

іу имѣютъ общую сторону СВ и что. 

Черт. 58. кромѣ того, по §35 Д^АВС = ^ВСІ> 

в ^ СВР = /_АСВ, какъ углы внутренніе иакрестъ-лежащіе; слѣ¬ 

довательно эти треугольники по § 16 равны, а потому АВ=СВ в 

ЛС^ВВ. 

Обратная теорема. Вели АВ=СВ и АО^ВВ, то ЬМ\\ВЯ м 

Я8II ти. 

Доказ. Въ самомъ дѣлѣ, треугольники АВС и ВВС имѣютъ 

общую сторону СВ и, кромѣ того, по положенію ЛВ=СВ в 

АС=ВВ\ слѣдов. эти треугольники по § 18 равны, и потому 

Д^АВС=^ДВСІ) и а^СВВ=^АСВ. Вслѣдствіе этого но § 33 

ХМII Рд и П8\\ТѴ. 
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Пзъ этого предложенія слѣдуетъ, что если ра отрѣзка АС в 

ВТ) равны и параллельны, то и другіе ра отрѣзка АВ и СЪ 

равны и параллельны. П-ь самомъ дѣлѣ, треугольники и ВС!В, 

имѣя къ этомъ случаѣ общую сторону СВ и, кромѣ того, по по¬ 

ложенію АС—ВТ) и ^АСВ~/_СВВ (§ 35), равны между собою; 

слѣдов., стороны АВ и СВ равны и потому онѣ, по предыдущей 

теоремѣ, параллельны. 

Предполагая, что линіи ЬМ и перпендикулярны къ линіямъ 

ЯН и ТТ7, находимъ изъ предыдущихъ предложеній, что параллеР- 

аыя линіи во всѣхъ точкахъ отстоятъ другъ отъ друга на равномъ 

разстояніи, и наоборотъ—линіи, во всѣхъ точкахъ равно отстоящія 

яругъ отъ друга, параллельны между собою. 

§ 38. Теорема. Есш угли сь шраллелыѵыми (шоронажи обра¬ 

щены своими отв^стіями въ одну 
сторону или въ прямо ироппвоп о 

ложныя стороны, то они равны» 

Положимъ, что (черт. 59) АВ Ц ВВ 

и ВСЦВВ; требуется доказать, что 

углы ВЕР и ЛВС, обращенные сво¬ 

ими отверстіями въ одну сторону, равны. 

Доказ. Продолживъ сторону АВ до пересѣченія съ ЕР, находимъ 

по § 35 /_АВС=/_АКР и Д_АКР=^/ЪЕР, квѵсъ углы соотвѣт¬ 

ственные; слѣд. Д^АВС=Д_ВЕР. 

Продолживъ стороны ВЕ и РЕ^ находимъ, что Д_АВС~ 

дДВЕСг, т.-е. углы АВС и НЕС съ параллельными сторонами, 

но обращенные въ противоположныя стороны, также равны. 

Если же углы съ параллельиььми сторонами обрагцены въ разныя, 

но не прямо противоположныя стороны^ 

какъ углы АВС и ВЕР (черт. 60), то сум¬ 

ма ихъ равна двумъ прямымъ. ^ 

Въ самомъ дѣлѣ, продолживъ сторону ВС, р 

находимъ по § 35 Д_АВС'^ Д^ВКѲ — 2^ Черт. 60. 

и ^/ВКО^Д_ЪЕР-, слѣдов. д^АВСД-^ВЕР^Чб. 

6 
Черт 59. 



§ 39. Теорема. 'Если стороны оОного угла перпендикулярны к% 

сторонамъ другою угла, то эти углы равгіы, или сумма ихг со- 

ііоложпйъ, что стороны угла ВЕГ (черт. 

61) перпендикулярны къ сторонамъ угла АВС: 

требуется доказать, что 

Докаэ. Иронедя ВН Ц ЕВ и ВС Ц ЕЕ, 

наі:оапмъ. по предыдущему §, ^НВО^ 

д^ВЕЕ, и вс.дѣдствіе параллельности линій 

но § 35 /_В:ВВ^/_ЕВА=-(1 и /_(ЗгВС= 

Л_СЕЕ^А. Если же изъ угла ОВА вы- 

чтем'ь прямой уголъ О ВС, то получимъ уголъ ЛВС\ если же 

изъ того же угла вычтемъ прямой уголъ НВВ, то получимъ 

уголъ СВН;- слѣд. ^ЛВС=^ Д^СВЯ. и потому ЛВС — 

СЕЕ. 

Очевидно, что уго.іъ КЕВ, стороны котораго также перпепди- 

кулярны къ сторонамъ угла АВС, составляетъ вмѣстѣ съ 

нимъ 2й. 

Когда углы, которыхъ стороны взаимно перпендикулярны, или оба 

острые или оба тупые, то они равны между собою; когда же одинъ 

острый, а другой тупой, то они вмѣстѣ составляютъ 2с?. 

§ 40. Теорема. Во всякомъ треугольникѣ сумма его угловъ рае- 

няеѵіся двумъ прямымъ. 

Пусть будетъ АВС (черт. 62) какой-ни¬ 

будь треугольникъ; требуется доказать, что 

^вл с+/:лвс-4-/:всл=2сг. 
Докаэ. Продолживъ сторону л с и про¬ 

ведя СЕ II ЛВ, находимъ по § 35 д^ЕСВ= 

/_ВЛС, какъ утлы соотвѣтственпые, и 

Д_АВС, какъ внутренніе накрестъ-лежащіе углы; слѣд,: 

ВЛ СДАВ СДА СВ^ЕСВД В СЕДА СВ ) 

Б Б 

Черт. 62. 

епш6‘ляе^)/ъ 2с?. 

Е 
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Но такъ какъ по § 6 ЕСВ ВСЕ-\- АСВ то ВЛС^ 

АВС '\-АСВ — 2А, что и требовалось доказать. 

Изъ зтого предложоиіа слѣдуетъ: 

1. Внѣшній уголь тре^гольнпка равенъ суммѣ двухъ внутреннихъ 

угловъ, не смі';і:5іихъ съ нпмъ. 

2. Вычтя глчд!} дв^тсъ угловъ треугольника изъ 2с?, получаемъ 

третій уголі. его. 

3. і'л'ли два угла одного треугольника, порознь или вмѣстѣ взя¬ 

тые, равны двумъ угламъ другого треугольника, то и третій уголъ 

перваго равенъ третьему углу второго. 

4. Сумма дя\хъ острыхъ угловъ прямоугольнаго треугольника 

равна прямому уілу 

5. Бъ равностороннемъ треугольникѣ каждый уголъ равняется 

6. Въ треугольникѣ не можетъ быть болѣе одного прямого или 

тупого угла. 

§ 41. Теорема. Сумма угловъ всякаго многоугольтіка равняется 

двумъ прямымъ, повторегтымъ столько разъ, сколько многоугольншъ 

имѣетъ сторонъ безъ двухъ. 

Положимъ, что многоугольникъ ЛВСВЕЕО (черт. 24) имѣетъ 

п сторонъ; требуется доказать, что сумма 

его угловъ равна 2с? (п—2). 

Доказ. Такъ какъ діагонали, выходящія 

изъ вершины какого-нибудь угла А много- а 

угольника, раздѣляютъ его на м — 2 тре¬ 

угольниковъ (§ 10), а сумма угловъ вся¬ 

каго треугольника по § 40 равна 2с?, то 2^* 

сумма угловъ многоугольника равняется 2с? {п—2). 

Представивъ выраженіе 2с? {п—2) въ видѣ 2с?и—4с?, заключаемъ, 

что сумма угловъ всякаго иногоугольника равняется также двумъ 

прямымъ, умноженнымъ на число сторонъ многоугольника, безъ че- 
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тырехъ прямыхъ. Такъ, нацр,, сумма угловъ всякаго четыреуголь* 

ника равна Ы., всякаго пятиугольника—Ы, и т. д. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что во всякомъ многоугольникѣ 

сумма внѣшнгіхъ угловъ, происшедшихъ отъ продолженія всѣхъ 

сторонъ его по одному направленію, равняется 4Л. 

Въ саиоиъ дѣлѣ, такъ какъ каждый внѣшній уголъ, вмѣстѣ съ 

соотвѣтствеппыиъ ему внутреннимъ угломъ, составляетъ то 

сумма всѣхъ внѣшнихъ и внутреннихъ угловъ вмѣстѣ равняется 

а такъ какъ по предыдущему сумма внутреннихъ угловъ равна 

Ып — 4^, то сумма внѣшнихъ угловъ будетъ 

2с?п —(2ЙИ — 4(^, т.-е. 2іи — ЫпА;-Ы или 4Л. 

Положимъ, что 

§ 42. Теорема. Если на одной сторонѣ угла отложимъ нѣсколько 

равныхъ частей и чрезъ точки дѣленія проведемъ параллельныя 

линіи, то и на другой сторонѣ угла получатся отрѣзки, равные 

меоюду собою. 

сторонѣ АБ (черт. 63) угла ВАС отложены 

равныя части: 2І№=аЬ=6с=с(і, и что 

проведены параллельныя линіи: аі Ц Ьт 

!( СП II ф; требуется доказать, что 

А1=1т=іпп=пр. 

Доказ. Проведемъ линіи аі, &А:, сН 

Черт. 63. параллельно Л С; тогда въ треугольни¬ 

кахъ Лей, аЬі, Ьс^, сАН по положенію Аа=сіЬ=Ьс=сй^ в кромѣ 

того углы, прилежащіе этимъ линіямъ, какъ углы соотвѣтственные, 

ио § В5 равны; сдѣдов. эти треугольники по § 16 равны между 

собою, и истому ЛІ — аі=‘Ък = ск., и вслѣдствіе этого, по § 37, 

А1—1т—тп~пр. 

/ 
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Параллелограммы и трапеціи. 

§ 43. Четыр(*уг()Л[,иикъ ЛВСВ (черт. 64), въ которомъ рѣ сто- \ 

ропы ЛВ и 01) параллельны, другія же двѣ стороны АВ и .ВС 

ие параллельны, называется трапеціею. Раз- А М И’ 

стояніе двухъ параллельныхъ сторонъ, т.-е. 

перпепдпкуляръ ЖІѴ, опущенный изъ какой- ^ 

нибур точки одной изъ параллельныхъ сторонъ 

на другую, называется высотою трапеціи. 

Четыреугольникъ АВСВ (черт. 65), 

въ которомъ противоположныя стороны 

параллельны, называется параллело- 

іраммомъ. Одна изъ сторонъ паралле¬ 

лограмма, напр. АВ. называется осно¬ 

ваніемъ, а перпендикуляръ, опущенный 

на основаніе изъ какой - нпбудь точки 

противоположной стороны, — высотою т|ерт. 67. Черт. 68. 

параллелограмма. 

Параллелограммъ АВСВ (черт. 66), въ которомъ всѣ углы пря¬ 

мые, называется прямоугольникомъ. Одна изъ сторонъ прямоуголь¬ 

ника, напр. ЛВ, есть основаніе, а другая АВ—высота его. 

Очевидно, что прямоугольники, имѣющіе одинаковое основаніе и 

одинаковую высоту, равны между собою, потому что такіе прямо¬ 

угольники при наложеніи совпадаютъ. 

Параллелограммъ АВСВ (черт. 67), въ которомъ всѣ четыре сто¬ 

роны равны, называется ромбомъ. 

Прямоугольникъ АВСВ (черт. 68), въ которомъ всѣ четыре сто¬ 

роны равны, называется квадратомъ. 

Во всякомъ параллелограммѣ сумма угловъ, прилежащихъ къ одной 

изъ его сторонъ, напр. угловъ А ц В (черт. 65), по §35 равна 

двумъ прямымъ, а противоположные углы, напр. углы А и С, но 

§ 38 равны между собою. 

Черт. 65. Черт. 66. 
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Проі'ивоцоложиыя стороны параллелограмма по § 37 равны, ж, 

наоборотъ, четыреугольнйкъ, въ котороиъ противоположныя стороны 

равны, по § 37 есть параллелограммъ. 

§ 44. Теорема. Всякій параллелограммъ діагоналмо дѣлится на 

і)еа равныхъ треугольника. 

Проведемъ въ параллелограммѣ АВОВ (черт. 

69) діагопадь АС\ требуется доказать, что тре* 

стольники АВС іі АСВ равны ыевд собою. 

Черт. 69. Доказ. Треугольники АВС АСВ имѣютъ 

общую сторону і4С, и кромѣ того по § 43 АВ=СВ и ВО=ЛВ\ 

слѣд. эти треугольники равны (§ 18). 

Очевидно, что прямоугольникъ, ромбъ а квадратъ, какъ частные 

случаи параллелограмма, дѣлятся діагональю танке на два равныхъ 

треугольника. 

§ 45. Теорема. Діагонали параллелограмма взагшно дѣллтел 

пополамъ. 

Проведемъ въ параллелограммѣ АВСВ (черт. 

70) діагонали АС и ВВ^ требуется доказать, 

что ЛО—ОС и Б0=0і). 

УО. Доказ. Въ треугольнмкахъ ВО С и ЛОВ пе 

§ 43 ВС=^АВ\ вслѣдствіе же параллельности 

сторонъ /_ОВС—^ОВА м /_ВСО^/ДОЛ1>\ слѣдов. эти тре¬ 

угольники по § 16 равны, и потопу 

ВО=ОВ а ^0=ОС. 

Очевидно, что діагояала ярямоугольваха, ромба я квадрата 

также взавыпо дѣлятся пополамъ. Кромѣ того діагонали пря- 
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воутол^ника. ромба и квадрата имѣютъ особыя отллчителышя 

івойст^. 

Ді(^'>'Опали АС и НО (черт. 71) прямоуголън'кка 

АВСІі раины между собою; Слѣдуетъ изъ того 

что прямоугольные треугольники АВС и ВАВ, въ 

яоторыхъ катетъ ЛВ общій и кромѣ того ВС—ЛІ), 

равпы между собою. 

Л^'^Хонали АС п ВТ) (черт. 72) ромба АВСВ 

9заимгі0 перпендикулярны; это слѣдуетъ изъ того, 

что треугольники АВО и СВО^ имѣющіе общую 

сторону ВО, и кронѣ того по положенію-4В=В С, 

» 00 Доказанному ЛО=Ос^ равны между собою; 

слѣло^_ ^ВОА—^ВОС. Изъ равенства тѣхъ же треугольниковъ 

’^ЯУ^ТЪ, что ^АВО =^0ВС^ т.-е. діагонали ромба дгъляшъ 

его пополамъ. 

Д^^гомсьш квадрата равны, взаимно перпендикулярны и дѣлятъ 

его пополамъ; это слѣдуетъ изъ того, что квадратъ соединяетъ 

въ се^Ѣ всѣ свойства прямоугольника и ромба. 

Д I) 

Черт. 71. 

Черт. 72. 

§ ‘^в. Теорема. Линія, соединяюгная средины дннхъ непараллель¬ 

ныхъ сторонъ трапеціи, 1) параллельна двумъ другимъ сторонамъ 

^ ^ 2) равняется полусуммѣ ихъ. 

Положимъ, что въ трапеціи АѢСВ (черт. 

73) А1 и ІѴ суть средины двухъ непарал¬ 

лельныхъ сторонъ ея; требуется доказать 

что 1) АІУ параллельна АІ) и ВС, в 

2) л?у— 

ЕВ I' 

Черт. 73. 

Д^каз. 1) Продолживъ сторону СВ и пров'чя а[іезъ точку Л1 

іипіні ВВ параллѳльво сторонѣ Сі>, составимъ два треугольника 
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ЕМВ и АМЕ, 

в 

которые по § 16 равны между собок), по¬ 

тому'тто АМ=МВ по положенію, кромѣ 

того / ЛИГ = ВШЕ (§ 7) и ^ЕЛМ= 

/^ЕВМ (§ 35). Йзъ равенства этихъ тре¬ 

угольниковъ слѣдуетъ, что ЕМ — МЕ, иди 

Черт. 73. 
ЕМ^ 

2 ’ 
но такъ какъ по положенію 

СВ 

2 ’ 
а по 37 ЕЕ =* СВ, то ЕВІ = СВ. Ивъ равенства 

и параллельности отрѣзковъ ЕМ и СN заключаемъ, что стороны 

МЕ и ЕС параллельны между собою (§ 37), что и требовалось 

доказать. 

2) Изъ равенства тѣхъ же треугольниковъ ЕМВ и АВІЕ слѣ¬ 

дуетъ ЕВ—ЛЕ'‘, но такъ какъ по § 37 стороны ЕС, МЕ и ЕВ 

равны между собою, то 

МЕ^ВС-\-ВЕ-, ВІЕ=ЛВ—АЕ=^АВ^ВЕ. 

Сложивъ почленно эти два равенства, получимъ: 

2 ВІ^=ЛВ-\-ВС-, слѣдов. 
АР+ВО. 

2 

Задачи. 

84. Чрезъ точку А провести линію параллельно данной пряной ВМ. 

35. Чрезъ точку А провести линію, пересѣкающую прямую ВМ подъ 
даннымъ утломъ. 

36. Найти геомѳтрнчѳсБое мѣсто точекъ, отстоящихъ отъ прямой ВМ 
на разстояніи а. 

37. Чему равняется сумма угловъ пятнадцатиугольника? 

38. Сколько сторонъ имѣетъ многоугольникъ, сумма угловъ котораго 
равна 30 

39. Построить многоугольникъ, равный данному многоугольнику. 
40. Опредѣлить уголъ, составленный двумя линіями, раздѣляющими по¬ 

поламъ внутренніе односторонніе углы двухъ параллельныхъ линій. 



41. Чрезъ точку Л провести сѣкущую къ двумъ параллельнымъ линінмъ 
^М и РО такъ, чтобы частъ ея. заключающаяся между в ими, равнялась 
линіи а. 

42. Раздѣлить лішіго А/I на п равныхъ частей. 
43. Чрезъ точку О, находящуюся внутри угла ВАС, провести прямую 

такъ, чтобы часть ея, заключающаяся между сторонами угла, дѣлилась 
въ точкѣ О потылам'ь. 

44. Построить треугольникъ по данной высотѣ Л н двумъ даннымъ 
угламъ при оспованіи. 

45. Построить равнобедренный треугольникъ по данному основанію в 
углу пу)и вершинѣ. 

46. Построить треутолішиЕъ по данному периметру р, данной высотѣ 
Н и данному углу, прилежащему основанію. 

47. Построитъ треугольникъ по данному периметру р н двумъ даннымъ 
угламъ т и п. 

48. Построить параллелограммъ по двумъ даннымъ діагоналямъ и одной 
изъ сторонъ ого. 

ГЛАВА ІГ. 

Пропорціональныя линіи. 

Общая мѣра дпухъ линій.—Пропорціональныя лвпін.—Отношеніе линій. 

Общая мѣра двухъ линій. 

^ 47. Общею мѣрою двухъ линій называется такая линія, кото¬ 

рая еодержптся въ каждой изъ нихъ цѣлое число разъ. 

Задача^ Опредѣлить общую мѣру двухъ линій. 

Рѣш. Для нахожденія общей мѣры двухъ линій АВ и СВ (черт. 

74) поступаеиъ такимъ же образомъ, какъ въ ариѳметикѣ при на¬ 

хожденіи общаго наибольшаго дѣлителя двухъ чиселъ. Меньшую ли¬ 

нію СВ накладываемъ на большую столько разъ, сколько возможно; 

положимъ, что СВ уложится 2 раза въ ЛВ съ нѣкоторымъ остат¬ 

комъ ВВ, такъ что 

АВ=^^2СВ-{-ІП. 
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Остатокъ Т^В накладываемъ па линію СВ столько разъ, сколько 

возможно; положимъ, что онъ уложится въ ней 3 раза съ нѣкото¬ 

рымъ остаткомъ ЖТЗ, такъ что 

св = ыв-\-мв. 

Сі-'--—и-)1) 
м 
Черт. 74. 

Второй остатокъ МВ накладываемъ на первый СВ столько разъ, 

сколько возможно; положимъ, что онъ уложится въ немъ ра раза 

съ остаткомъ ШВ^ такъ что 

СВ = 2МВ 4- С^В. 

Третій остатокъ КВ накладываемъ на второй МВ столько разъ, 

сколько возможно, и поступаеиъ такимъ образомъ далѣе, наклады¬ 

вая каждый новый остатокъ на предшествовавшій до тѣхъ поръ, 

пока не дойдемъ до остатка, который уложится ]въ предшеетвовр- 

шемъ ему цѣлое число разъ. Этотъ послѣдній остатокъ будетъ иско¬ 

мая мѣра двухъ линій. Положимъ, напр., что третій остатокъ КВ 

уложится во второмъ МВ ровно ра раза, такъ что 

тогда КВ. будетъ искомая общая мѣра. Бъ самомъ дѣлѣ, мы 

имѣемъ 

ЬВ==ШВ-\-КВ=ЬКВ 

СВ = ъьв ^мв = пкв 

АВ^2СВ'\-СВ = зэта. 
Изъ того, тто 

лв=^ътв и св=іікв, 

заключаемъ, что КВ есть общая мѣра линій АВ м СВ. 



49 — 

Изъ предыдущихъ равенствъ слѣдуетъ, что общая мѣра двухъ 

линій содержится цѣлое число разъ въ каждомъ изъ послѣдователь¬ 

ныхъ остатковъ. Въ саномъ дѣлѣ, она содержится цѣлое число 

разъ въ АВ и С/>, слѣдои. содержится цѣлое число разъ и въ 

ЬВ\ далѣе, она содержится цѣлое число разъ въ СВ и ВВ^ 

слѣдов. содержится цѣлое число разъ въ МВ а т. д. Изъ того, 

что общая мѣра содержится цѣлое число разъ во всѣхъ послѣдо- 

вател1>ншъ остаткахъ, слѣдуетъ, что она не можетъ быть больше 

ни одного изъ этихъ остатковъ. 

При отысканіи по изложенному способу общей иѣры рухъ линій 

дожеіъ случиться, что ни одинъ изъ послѣдовательныхъ остатковъ 

не уложится въ предшествовавшемъ цѣлое число разъ; въ этомъ 

случаѣ рѣ линіи не имѣютъ общей мѣры, т.-е въ этомъ случаѣ 

нѣтъ такой Линіи, которая содержалась бы цѣлое число разъ въ 

каждой изъ нихъ. Бъ самомъ дѣлѣ, общая мѣра, если бы она 

существовала, содержалась бы, какъ мы замѣтили, цѣлое число 

разъ во всѣхъ послѣдовательныхъ остаткахъ; но эти остатки 

постепенно и безпредѣльно уменьшаются, а потому не можетъ 

быть такой величины, которая содержалась бы во всѣхъ этихъ остат¬ 

кахъ цѣлое число разъ. 

Когда рѣ линіи имѣютъ общую мѣру, онѣ называются ео~ 

чзмпфшлыми, а когда не имѣютъ общей мѣры — иееоишѣри- 

мыми. 

§ 48. Отношеніемъ рухъ линій называется число, показы¬ 

вающее, во сколько разъ одна длиннѣе иди короче другой. От¬ 

ношеніе рухъ линій АВ и СВ 

(черт. 75) изображается или въ видѣ ^^ 
С_В 

АВ т? I? 
дроби 7^, или въ видѣ частнаго 

Черт. 75. 
АВ: СВ. 

к. Давидовъ. Гвокеіріи. і 
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Задача. Опредѣлить отношеніе двухъ шній. 

Рѣш. Пусть будутъ АВ и СО (черт. 75) двѣ какія-нибудь диніи. 

Чтобъ опредѣлить ихъ отношеніе, разсмотримъ два случая. 

1-й случай. Линіи АВ и СО соизмѣримы. Пусть будетъ 

ЕВ ихъ общая мѣра, и положимъ, напр., что она содержится 

7 разъ въ ЛВ и 4 раза въ СО, такъ что АВ = 1ЕВ и 

7 
СО=^АЕВ. Искомое отношеніе линій АВ и СО будетъ т.-е. 

7 
АВ въ раза длиннѣе СО\ слѣдовательно. 

ЛВ^ 7 

СО~~ 4 ■ 

2-й случай. Линіи АВ и СО (черт. 7б) несоизмѣрииы. Въ 

этомъ случаѣ нельзя выразить точно отношенія двухъ линій, но 

можно его опредѣлить прибли- 

^-^ женно съ желаемой степенью точ- 
г о 
—Е-ности. Положимъ, напр., что 

Черт. 76. требуется опредѣлить отношеніе 

линій АВ и СО съ точностью 

1 

100’ 
т.-е. выразить его чрезъ десятичную дробь съ румя деся¬ 

тичными знаками. Для этого раздѣляемъ меньшую линію СО 

на 100 равныхъ частей (задача 42); пусть будетъ СЕ одна изъ 

этихъ частей, такъ что СО =^100 СЕ. Положимъ, что СЕ уло¬ 

жится въ АВ, напр., 1В4 раза съ нѣкоторымъ остаткомъ, такъ 

что ЛВУ^ІЫСЕ и -4_В<135Ж Изъ этого слѣдуе'гь, что 

. 134 , _ . ЛВ . 135 
дробь щ или 1,34 меньше отношенія но дробь ^ 

или 1,35 больше этого отношенія. Отсюда заключаемъ, что дробь 

. АВ 1 
1,34 равняется отношенію ^ съ точностью 



Когда линіи соизмѣримы, то отношеніе .ихъ называется раѵ^- 

нальнымъ, а когда ііс(и)измѣрииы—ирраціональнымъ *), Отношеніе 

ягшой-нибудь диніи кь другоА, иранятой за единицу, мы называеиъ 

длиною этой ЛИНІИ 

Пропорціональныя линіи. 

§ 49. Четыре линіи, имѣющія то свойство, что отношеніе двухъ 

изъ нихъ равняется отношенію двухъ другихъ, назьшаются пропори 

цюнальными. 

Пусть будугь АВ^ Сі>, ВМ и КР 

(черт 77) четыре [іронорщонадьаыя 

лиши, такъ что 

св~ 
Если въ этомъ равенствѣ двухъ отноше¬ 

ній подъ линіями ЛВ^ Сі), ЬМ и NР 

будемъ разумѣть числа, выражающія длины этихъ линій, то это 

равенство можно разсматривать какъ геометрическую пропорцію я 

примѣнить къ нему всѣ правила, относящіяся вообще къ геоме¬ 

трическимъ пропорціямъ. Такъ, напр., свойство геометрической про¬ 

порціи, что пройзввдеше среднихъ членовъ равняетси ироизаеденш 

крайнихъ, дастъ въ разсматриваемомъ случаѣ 

ЛВ. Л'Р=СТ>. МВ 

Это равенство значитъ, что продзведеше чиселъ, выражающихъ 

А_В 
С_О 
Ь_М 
N_Р 

Черт. 77. 

*) Греки ра8^[ичали два рода величинъ; выраваыал оонощію чиселъ, 

соторня назывались Яб/о;, и не выразииыи поиоюдс чиселъ, которыд 

назывались аЯо>'0(. Но Хбуо(і имѣетъ два значетл: слово і^ѵегЬиш) и ра- 

йухъ (гаНо). Цри иереводѣ сочиненій іречес&ихъ шонетровъ на латинскій 

языкъ нерѳводчивн, вмѣсто того, чтобы принять Хбуо(і въ аервоиъ смыслѣ, иере- 

•елв его чрезъ гаѣіо; отсюда произоаілп вовсе неивоисівенныл названія рацкь 

вадьный в ирраціональный. 
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ДЛИНЫ ЛИНІ& ЛБ и NР, равняется произведенію чиселъ, выра¬ 

жающихъ длины линій БМ и СБ. 

§ 50. Теорема. Двѣ параллельныя линіи, пересѣкающія сто¬ 

роны у%ла, отсѣкаютъ отъ нихъ пропорціональныя части. 

Положимъ, что линіи РО и ЕЕ (черт. 

78), пересѣкающія стороны угла АВС, 

параялельпы; требуется доказать, что 

ВЕ 

ВЕ~' ''ВО' 

Доказ. Мы разсмотримъ два случая. 

1-й случай, когда отрѣзки ВЕ и ВР соизмѣримы. Пусть 

общая мѣра содержится т разъ въ ВЕ и п разъ въ ВР, такъ 

что проведемъ чрезъ всѣ точки дѣленій лиши 

ВЕ прямыя, параллельныя прямой НЕ, то по § 42 линіи ВИ 

и ВО раздѣлятся также соотвѣтственно на т и на м равныхъ 

„ ВИ т . 
частей, такъ что 77?. = —; слѣдов., 

іИл п 

ВР~ ВО' 

2-й случай, когда отрѣзки БЕ и ВР (черт. 79) не соизмѣримы. 

с Въ этомъ случаѣ справедливость 

. ВЕ ВЕ 
пропорціи можно обнару¬ 

жить, доказывая, что отношеніе 
БЕ 
БЕ 

не можетъ быть ни болѣе ни менѣе 

ВЕ 
отношенія Въ самомъ дѣлѣ, если 

бы 
ВР^ВО' 

то вмѣсто во возьмемъ меньшую линію Бх, 
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такъ чтобы 

ЯЕ^БВ 
ВЕ~" Вх 

Если раздѣлимъ сторону ВН на такое число равныхъ частей, чтобы 

«аждан была менѣе хО, тогда но крайней мѣрѣ одна изъ точекъ 

дѣленія будетъ лежать между х и О; пусть будетъ К такая точка. 

Проведя линію КБ параллельно НК в замѣтивъ, что по построенію 

линів ВВ и БК соизмѣримы, имѣемъ по предыдущему 

ЕЕ ЕЕ 

Ш~Ш 

Если два отношенія этой пропорціи раздѣлимъ на соотвѣтственныя 

отношенія допущенной нами пропорціи 

ЕК^ЕН 
БЕ^ Вх 

сократимъ равные члены, то находимъ 

БЕ ^Вх 

„ . БЕ Вх 
Но отношенія равны, потону что пер¬ 

вое больше, а второе меньше единицы. 

„ * - ВЕ БЕ 
Изъ этого слѣдуетъ, что допущеніе приводитъ въ лож¬ 

ному згшлюченію, слѣдов. несправедливо, и что поэтому отно 

.БЕ ^ ^ . ВН 
)ше-^р не можетъ быть больше отношенія 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что отвошев1( 

БЕ ^ . БВ ^ 
не можетъ быть меньше отношенія стоитъ тольио вмѣ- 

БЕ В(х 

Бу, большую ея, и повторить предыдущія раз- сто БВ взять 

сужденія. 
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Итакъ, въ случаѣ несоизмѣрамостп, какъ въ случаѣ соизмѣри' 

кости, имѣемъ 
ВЕ ВЯ 

ВГ~ ВО' 

Изъ предыдушей теоремы слѣдуетъ, что параллельныя линіи ЕВ 

'(} (черт. 80) раясѣка/ютъ стороны угла ЛВС на пропориіо- 

с ЕЕ ОН 
а/ 
Л 

нальныя части: потому ЧТО ИЗЪ 

Х' ВЕ ВИ ^ 

\ . 

пропорціи 
ВР-Щ} “*«У**’^ 

РЕ* ВЕ—ВЕ ВН—Вв РЕ О В 
Черт. 80. ВР — ВО ВР^ вв 

нальныл части: ^ то эти линіи 

Обратная теорема. Если двгь линіи ЕН и Е(х (черт. 81) отсѣ¬ 

каютъ отъ сторонъ угла СВА пропориго- 

ВЕ ВН 

ВЕ~ во' 

параллельны. 

Доказ. Если бы линія ВН ве была парал¬ 

лельна прямой ЕѲ. то пусть ЕК будетъ параллельна Е(}\ тогда 
4ері 

ПО предыдущей теоремѣ имѣли бы 

. ВЕ ВВ 
предположенію 

ВЕ 

ВЕ^ 
^ противорѣчитъ 

§ 51 Теорема. Линіи, выходящія изъ одной точки, разеѣка^ 

ются двумя параллельными линіями на Щ)опориіональныл части 

Положимъ, что линіи ЛВ в А^Ву 

(черт. 82) параллельны; требуется до¬ 

казать, что 

сл СВу СВу ^ СВу 

ЛАу ВЕу ВОу ВВу 

Докая. По предыдущему § имѣемъ 
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СА, СЕ, СЕ, СО,. СВ, СВ, 

А А, ^Ее; • ЕЕ, ЛА’ вв. вв,' 

СА, СЕ, СВ, СВ, 
АЛ, ЕЕ, ^Ъв,~ вв,' 

§ 52. Теорема. Части двухъ прямыхъ, заключающіяся между 

тремя параллельными линіями, пропорціональны. 

Положимъ, что прямыя АВ и СТ> 

(черт. 83) пересѣчены тремя параллель¬ 

ными линіями ІР, ^\I^, NЕ\ требуется 

доказать, что 

ім ^рд 
мх~ дм 

Доказ. Проведя чрезъ точку X линію 

ХР, параллельно прямой С7>, находимъ (§ 

Но по § 37 Щ^=рд и д^Е^~дЕ\ слѣдовательно 

ьм рд 

мъі~~дЕ‘ 

Отношеніе линій. 

§ 5‘3 Нахоятеше общей мѣры и опредѣленіе отношенія двухъ линій^ 
объяснены въ §§ 47 н 48 на частныхъ примѣрахъ; рѣшимъ ту же задачу 
■ъ общемъ видѣ. 
Задача. Опредѣлить отношеніе двухъ линій Ли В, предполтазі А^В. 

Рѣхи. Положимъ, что В содержится т разъ въ А съ остаткомъ В^у 
такъ что 

А=тВ-\-Ві: 

пусть Д| содержится п разъ въ В съ остаткомъ В^, такъ что 

В=пВх -І-Рз; 

Рз содержится р разъ въ Рі съ остаткомъ Рві такъ что 

Рі=рРз І- Рз 
н т. д. Если одинъ нзъ остатковъ содержится цѣлое число разъ въ пред- 
шоствовавтпемъ, то онъ будетъ общею мѣрою линій .4 и Р. Положимъ, 
что Рв содержится ровно д разъ въ Рз. такъ что 

в%~чВ^. 
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Изъ нослѣдняхъ двухъ уравненШ находимъ 

Сіѣдов. 5=иі?і+і?з=[и(рд+1)+д]Д8 

А=тВ-\-Ііі=[тиОз-^ 1 )+"*з4:РЗ+1 ]-К«- 

Такъ какъ т, м, р и д суть чнсла цѣлыя, то очевидно, что заклю¬ 
чаясь цѣлое число разъ въ ^ и Б, будетъ общею мѣрою зтнхъ лншЗ. 

Отношеніе двухъ линій ^ и Б въ этомъ случаѣ будетъ 

ді— ^ Р8-Ь1 
в~ «(рз+гн-в 

Замѣтимъ, что общая мѣра двухъ линій А’л В будетъ также общею мѣ¬ 
рою всѣхъ послѣдовательныхъ остатковъ, потому что изъ предыдувыхъ 
уравненій находимъ 

В\—А—тВ: Вч=В— 

а отсюда слѣдуетъ, что линія, содержащаяся цѣлое число разъ въ и 5, 
содержится тааже цѣлое число разъ въ Лі и В^. 

Если ин одинъ изъ остатковъ не содержится цѣлое число разъ въ пред¬ 

шествовавшемъ, то линіи ^ н 5 не имѣютъ общей мѣры. Въ самомъ 
дѣлѣ, положимъ, что въ этомъ случаѣ А и В имѣли бы общую мѣру Р. 

Послѣдовательные остатки Рі, В%, К^, Р*... постепенно уменьшаются и 
могутъ быть сдѣланы менѣе всякой данной величины, потому что если 
црнненъ остатки положительными нлн отрнцательными, то можно допу¬ 

стить, что каждый остатокъ не болѣе половины цредшествовавшаго 
остатка. Положимъ, что мы повторили послѣдовательныя дѣйствія столь¬ 

ко разъ, что получили остатокъ Р„<Р. Но Р, какъ общая мѣра А а В, 
будетъ по предыдущему общею мѣрою и всѣхъ остатковъ, слѣдов. Р 
должно содержаться цѣлое число разъ въ В„, а это невозможно, когда 
В.<Р. 
Отношеніе линій, не имѣющихъ общей мѣры, можетъ быть опредѣлено 

только приблизительно. Изъ уравненій 
А~шВ-\-В,\\ В~пВ1~^В^‘, Ві=рІІ%-^-В^', Рз=дРз-{-Р|... 

вахолнмъ 

А 1 В\ . 1 
= в 

л, 

в , л, , 1 Лі , Ла ,1 
^ = " + ^ = ”+5: Щ,-^+ в,^^+ 

в. 
отсюда 
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Прерывая непрерывную дробь на какомъ - анбудь мѣстѣ, подумаемъ 

приближенную величину отношенія двухъ линій Л н Д и эта величина 

тѣмъ ближе подходитъ къ истинной, чѣмъ больше членовъ непрерывной 

дроби мы примемъ т. расчетъ. 

§ 54. Теорема. Діаюналь и сторона квадрата несоизмѣрими. 

Доказ. На діагонали 57) квадрата (черт. 

84) отложимъ ВАх=ВА и проведемъ пер¬ 

пендикулярно къ 55. Прямоугольный треуголь¬ 

никъ АхВхВ, въ которомъ уголъ 5 есть поло¬ 

вина прямого, будетъ равнобедренный, а потому 

АхВх = АхВ. Далѣе, такъ какъ въ равпобедрен- 

иомъ треугольникѣ АВАх углы А и Ах равны, то 

/,ВхААі = /_ВхАхА, а потому АхВх == АВх\ слѣ- 

10В. АхВ = АхВх = АВх. Изъ этого слѣдуетъ, что 

ЛхВ < ЛВ, н что сторона квадрата содержится 

Въ діагонали только одинъ разъ съ остаткомъ 

АхВ. Прямоугольный равнобедренный треугольникъ ЛхВхВ можетъ быть 

разсматриваемъ какъ половина квадрата, котораго сторона есть оста¬ 

токъ ЛхВ, а діагональ — линія 5і5; изъ сказаннаго же заключаемъ, 

что сторона ЛхВ содержится въ діагонали 5|5 одинъ разъ съ нѣкото¬ 

рымъ остаткомъ И^5; слѣдов., въ сторонѣ АВ она содержится два раза 

съ тѣмъ же остаткомъ А^В, а это значитъ, что первый остатокъ содер¬ 

жится въ сторонѣ квадрата два раза съ остаткомъ А^В. Если проведемъ 

А^Вч перпендикулярно къ АВ, то прямоугольный равнобедренный тре¬ 

угольникъ А%В^В можно разсматривать какъ половину квадрата, кото¬ 

раго сторона есть второй остатокъ А^В, а діагональ — линія В^В‘, а изъ 

прежде сказаннаго слѣдуетъ, что второй остатокъ Ла5 содержится 

въ сторонѣ АхВ, т.-ѳ. въ первомъ остаткѣ, два раза съ новымъ остат* 

конъ. 

Разсуждая такимъ образомъ далѣе, заключаемъ, что каждый остатокъ 

содержится въ предшествовавшемъ остаткѣ два раза съ новымъ остат¬ 

комъ, и потому линіи АВ и 55 несонзмѣримы. 

Бели означимъ чрезъ а ъ. Л сторону н діагональ квадрата и чрезъ гі, 

>■9’ »'э-- иоелѣдовательпые остатки, то 

в с 

Черт. 84. 

,= гя; г^—2гз-\-гі.... 



еіѣюватѳльво 

4 = 1 + 
^_ 
2-ГІ 

2 •1 

Если примемъ въ расчетъ пять чіеповъ этой непрерывной дроби, то 

иаходниъ — = 1,41428. 
а 

ГЛАВА V. 

Подобіе прямолинейныхъ Фигуръ. 

Яодобіе іреутолыгввовъ.— Поіобіе многоугольниковъ.— Нѣкоторыя лологеніл о 
треугольникѣ.—Гармоническое дѣленіе.—Задачи. 

Подобіе треугольниковъ. 

§ 55. Треугольники АВС и А^В^Су^ (черт. 85), которыхъ 

В углы соотвѣтственно ракны, называются 

подобными. Стороны, лежащія противъ 

равныхъ угловъ, называются сходствен¬ 

ными. 

_ “с с, Подобіе обозначается иногда знакомъ с^э; 

Черт. 85. такъ, папр., Л АВС со д АуВуСу озна¬ 

чаетъ, что треугольнккп АВС п АуВ^С^ подобны. 

Изъ опредѣленія подобія треугольниковъ слѣдуетъ: 

1. Два треугольника, имѣющіе по ра соотвѣтственно равныхъ 

угла, подобны (§ 40 слѣдствіе 3). 

2. Если въ треугольннкѣ АВС (черт. 86) проведемъ линію ВЕ 

параллельно сторонѣ АС^ то отсѣченный 

треугольникъ ВВЕ и треугольппкъ АВС 

подобны, потому что по § 35 ^ БВЕ = 

^ ВАС и ^ ВЕВ ВСАу какъ углы 

соотвѣтствепные. Черт. 86. 
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§ 56. ТеореМд. Въ подобныхъ треугольникахъ сходопвенныя сто- 

юоны пропорціональны. 

А 

В 

С, 

Черт 87. 

Положимъ, что въ трс^юльникахъ АВС и (черт. 87) 

В=^В^ и С=Сі; требуется доказать, что 

АВ ^ АС ^ ВС 

А^В.^^ А-^С-^ 

Докаэ. Отложимъ ва АВ е АС частв АВ и АЕ^ еоотвѣтствен- 

ао равныя А^В^ и А^С^^ и соединимъ В е Е\ треугольники АВЕ 

к А^ВxС^, имѣя по двѣ стороны и по углу между ними равными, 

равны (§ 15); слѣдов. /_В^ =/_АВЕ, и какъ ^В-^ =^-6, то 

а потому линіи ВЕ и ВС параллельны (§ 33). 

Вслѣдствіе этого (§ 50) будемъ имѣть 

АВ_АС_ АВ _ АС 

Л1)~ ЛЕ~ ”™ 

Доказавъ пропорціовальвость сторонъ, заключающихъ равные 

углы А Е Аі (черт. 87), можно подобнымъ же образомъ доказать 

нропорціональность сторонъ, заключающихъ равные углы 5 и Д. 

Для этого наложимъ треугольникъ Д (черт. 88) иа треуголь- 

нлвъ АВС такъ, чтобы уголъ 

і>’, совпалъ съ угломъ В и 

треугольникъ принялъ тг>/ \ а 

положеніе ЕВС. Такъ какъ ^ \ 

^Л,=/:ВРО и Черт. 88 

ТО ^А~^ВЕО, а потому линіи ГО е АС параллельны. Вслѣд¬ 

ствіе этого будемъ имѣть 

ВГ~Вв "" А,В~ В^С,' 
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Ооѳкввввъ ѳту пропорцію сі» прежде подучевною, находимі» 

ІЯ 

что и требовалось доказать. 

Ивт» этого предложенія слѣдуетъ, что въ подобныхъ треуголъ- 

никаап ЛВС и Л^В^Сі (черт. 89) высоты ВО и В^В^ пропор¬ 

ціональны сторонамъ, потом}" что 

треугольншш АБВ и Л-^В-іВ^, въ 

которыхъ ^ Л по положенію 

в ^ЛВБ какъ углы 

прямые,—подобны; слѣдов. 

ВР АВ 

В\В~А,В; 

Черт. 89. 

§ 57. Теорема. Треуюльники, которыхъ стороны пропорціоналъ- 

ны, подобны между собою. 

Положимъ, что въ треугольвилахъ АВС и АіВіС^ (черт. 90) 

АВ ВС АС ^ , , , , 
тГп~^Г7г\ требуется доказать, что А = / Д; 

і./| А] Оі 

^с=^а. 
Докаэ. Отложимъ на АВ часть ВВ = А^В^ и проведемъ линію 

ВО параллельно сторонѣ АС. Треугольники АВС и ВВС по¬ 

добны, и потому по предыдущему § 

АВ____ 

ВВ~ ВО~ ВѲ 

пропорціи съ данными 

АВ _ ВС _ АС 

Л-^^В^ В■^С^ -^г^і 

ЧТО ио построенію заключаемъ, что ВС =В^С.^.^ 

ВО=хііСі. Слѣдов. треугольники ВВС и имѣя всѣ 

етороны соотвѣтственно равными, ио § 18 равны между собою, в 

потому /__А^ —^А\ /_ С, О ~Д_С и /_В^.-^ Д_В. 

Черт. 90. 

ВС АС 
р7т=-^. Сравнивъ эти 

пропорціями 

и замѣтивъ. 



§ 58. Теорема. Два треугольника, имѣющіе по равному углу, 

заключенному межОу пропорціо¬ 

нальными сторонами, поОобны, ме¬ 

жду собою. 

Пояожамъ, ^то въ треугояьнв- 

кахъ АВС и (черт. 90) 

требуется доказать, тго /_А-=/_А^ я /_С=/_С^ 

Черт. 90. 

Доказ. Отложимъ на АВ часть ВВ—А^В^ и проведемъ линію 

ВО параялеяьно сторонѣ АС. Треугольники АВС а ВВО подобны, 

а потому (I 55) 

АВ _ ВС 

ВВ ВО 

Сравнивъ эту пропорцію съ данной пропорціею 'т-^- = и за- 
АіВі 

мѣтивъ притомъ, что по построенію ВВ=А.^Ві^ зааяючаемъ, что 

ВО=В^Сі\ слѣд. треугольники ВВО и имѣя рѣ сто¬ 

роны и уголъ между ними равными, по § 15 равны, и потому 

и ^С,=^6=^С. 

§ 5Ѳ. Теорема. Два треугольника, которыхъ стороны, взаимно 

параллельны, подо^иъ^ между собою. 

Доказ, Чтобы доказать это предложеніе независимо отъ взаимнаго 

положенія треугольниковъ, пусть будутъ І?, С углы орого к 

■^1, -^11 соотвѣтствепные углы другого треугольника, такъ что 

стороны однопмеішыхъ угловъ, еапр. А и Ді, взаимно параллель¬ 

ны. До § 40 А~\-В^С^Ы п слѣд. 

{В-^В{)-\-(С-\-С.^)~4Л. Если бы уголъ А пе равниіся углу А^, 

то по § 38 А-\-А^=2^\ но въ такомъ случаѣ остальные ра угла 

В и С7, по § 40 слѣдствіе 3, не могутъ соотвѣтственно равняться 

угламъ Ві и Сі; если же В не равняется В^, то (§ 38) В-\-В^= 

Ы. Сложивъ А~^Аі=2^ и В-\-В^>=2^, нахормъ (.4-}-и4і)4- 
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(В-[-Ві)=4^, что противорѣ^итъ равенству 

(С^С,)=Ы. 

Изъ этого слѣдуетъ, что В—В^^ сяѣдов. и С=С-^. 

§ во. Теореиа. Два треугольника, которыхъ стороны взаимно 

перпендикулярны, подобны между собою. 

Доказ. Чтобы доказать это предложеніе независимо отъ положе¬ 

нія треугольниковъ, пусть будутъ -4, Б, С углы одного и ^4^, Б^, 

С’і соотвѣтственные углы другого треугольника, такъ что стороны 

одноименныхъ угловъ, налр. ^4 я ^4^, взаимно перпендикулярны. 

Такъ какъ (и4-|-Л1)-|-(Б-|-Б^)-|-(С-1-С1)=4(і и соотвѣтственные 

углы по § 39 иди равны, или составляюгь вмѣстѣ то заклю¬ 

чаемъ, какъ въ предыдущемъ §, что ^4=^4^, Б=Бі и С=С^. 

^ 61. Теорема. Если гипотенуза и катетъ одного прямоуголъ- 

паю треугольника пропоргі,юнальны гигютенузѣ и катету дру¬ 

гого, то такіе треугольники 
В 

подобны. 

Положимъ, что въ прямо¬ 

угольныхъ треугольникахъ 

АВС и А^В^(\ (черт. 88) 

АВ ^ АС 

А^В^ А^ Сі 
требуется 

Доказ. Отложивъ на АВ часть ЕВ=А^В^ и проведя іпнш ЕѲ 

АВ АС 
параллельно АС., находимъ по § 56 'рд' 

Сравнивъ эту пропорцію съ данной пропорціею и 

замѣтивъ притомъ, что по построенію ББ=Л^Б^, находимъ ЕО= 

4іСі; слѣдов. пряиоугольные треугольники ЕВ О и имѣя 

по гипотенузѣ и но одному изъ катетовъ равными, по § 25 равны, 

я потому 
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§ 62. Яа свойствѣ подобныхъ треугольниковъ основано устрой¬ 

ство снаряда ічерт. 91), называемаго дѣлительнымъ циркулемъ 

I 
А 

Черт. 91. 

(сотраз йе гёйисііоп) и служащаго для раздѣленія линіи на нѣ¬ 

сколько равныхъ частей. Чтобы раздѣлить съ помощью этого цир¬ 

кули линію яапр., на 3 равныя части, передвигаемъ винть Р 

вдоль прорѣза аЬ на такое разстояніе отъ Ж, чтобы МР=ѢРВ; 

мѣсто, въ которомъ должно остановить винтъ Р, обозначается циф¬ 

рами, поставленными вдоль прорѣза аЪ. Установпвъ и укрѣпивъ 

винтъ въ надлежащемъ мѣстѣ, растворяютъ циркуль такъ, чтобы 

разстояніе точек-ь Ж и N равнялось линіи АВ\ тогда разстояніе 

точекъ Б и С7 будетъ третья часть отъ АВ. 

Вмѣсто этого циркуля употребляется также приборъ (черт. 92), 

называемый пропорціональнымъ циркулемъ (сош- 

раз йе ргороПіоп), Онъ состоитъ изъ двухъ рав¬ 

ныхъ линеекъ, вращающихся около шарнира О; 

линейки раздѣлены па одинаковое число равныхъ 

частей, обозначенныхъ цифрами. Съ помощью этого 

циркуля можно опредѣлить линію, которая была 

бы въ данномъ отношеніи къ данной линіи. Пи- Черт. 92. 

лежимъ, яапр., что требуется опредѣлить лппію, которая оінося- 

лась бы къ данной лиши какъ 3 : 10; для этого раскрываютъ цир¬ 

куль такъ, чтобы разстояніе двухъ точекъ, обозначенныхъ цифрою 10, 

равнялось данной линіи, тогда разстояніе двухъ точекъ, обозначая- 

анхъ цифрою 3, будетъ искомая липія 



Яа томъ же началѣ основано устройство масштаба (черт. 93). 

Онъ состоятъ яаъ линейки, раздѣленной на нѣсколько равныхъ частей 

Черт. 93. 

АВ. ВЕ, ЕѲ..., представляющихъ принятую единицу иасштаба. 

Линія АС^ такъ же какъ и линія АВ^ раздѣлена на 10 равныхъ 

частей; чрезъ точки дѣленія .4 С проведены линіи, параллельныя .4 Д 

а чрезъ точки дѣленія и4Б—лпніи, параллельныя линіи С1. Изъ 

устройства масштаба видно, что рѣ послѣдовательныя поперечныя 

линіи, напр. 43 и 54, отсѣкаютъ отъ параллельныхъ линій, про¬ 

веденныхъ вдоль линейки, десятыя части принятой единицы, между 

тѣмъ калъ части атихъ параллелей, содержащіяся между лвніямв 

12 3 1 
СА и С1, булутт. равняться линія ^1. или 

2 3 
Ш ’ ТОО"""* елипицы. 

Чтобы съ помощію масштаба измѣрить длину данной линіи, на¬ 

кладываютъ ее съ помощью циркуля на одну изъ параллельныхъ 

линій масштаба такамъ образомъ, чтобы концы циркуля совпадали 

приблизительно съ румя точкаии дѣленія, напр. я М; очевиро, 

что линіи МВ состоитъ; 1) изъ т.-е. изъ двухъ ерницъ, 2) 

изъ МВ у т.-е. изъ пяти десятыхъ единицы, и изъ Р§, т.-е. изъ 

четырехъ сотыхъ единицы; слѣдов. ІІБѴ=2,54. 

§ 63. Теорема. Линія, дѣлящая уголъ треугольника пополамъ, 

дѣлитъ противополоэюную сторону на части, пропорціональныя 

двумъ другимъ сторонамъ. 
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Пояожииъ, что линія ВВ (^чсрт. 94) дѣлитъ уголъ В треуголь¬ 

ника АВС пополамъ, т -е. ^ЛІіО= 

^ ВВО^ требуется лока^^ть, что 

лв лв 
вс^' вс' 

д- 

Доказ. Продолжимъ сторону АВ Черт. 94. 

и проведемъ линію СЕ параллельно 

сторонѣ ВВ. По § 35 ^ВЕС=^АВВ и ДІВСЕ—^ 

а такъ какъ по положенію ^ АВВ=^Д^ ВВС^ то ВЕС= 

^ВСЕ\ слѣд., ИС-^ВЕ (§ 22). Вслѣдствіе же параллельности 

ліпій ЕС и ВО, (§ 50), и такъ какъ ВЕ=ВС, те 

АВ АВ 
ВС~ ВС' 

Обратная теорема. Липг^я ВВ (черт. 94), дѣлящая сторону АС 

на части пропорціональныя сторонамъ АВ и ВС, дѣлитъ уголъ 

В пополаліъ. 

Положимъ, что 
АР 

І)С" 
АВ. 

вс’ требуется доказать, что АВВ= 

/: ОВС. 

Доказ. Вслѣдствіе параллельности линій ВВ и ЕС имѣемъ (§ 50) 

пропорцію съ данной пропорціей, за¬ 

ключаемъ, что В( -ВЕ, т.-е. что тре^тольникъ СВравнобедрен¬ 

ный и /_ВСЕ=^ВЕС. Но по § 35 /_АВВ=ДВЕС\і /_І)ВС= 

Д_ВСЕ\ слѣдоват., ^АВВ=ДВВС. 

§ 64. Теорема. Перпендикуляръ, опущенный изъ вергиины пря¬ 

мою угла на гипотенузу, есть средняя пропорцюнальноя меоюду 

А Давидовъ. Геонетрія. б 
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йгпрѣзшмл», шпопшіуш, а каждый изъ катетовъ есть срвдклл 

пропорціональная межОу гипотенузою и прилежащимъ отрп>з«омг. 

С 

Черт. 95. 

Положимъ, ^то въ примоугольеомъ тре- 

угольнилѣ ЛВС (^ерт. 95) СВ есть пер¬ 

пендикуляръ, опущенный изъ вершины 

прямого угла на гапотенузу -4Б; требуется 

доказать, что 

вс ~ ВВ ’ АС ^ АЛ " СВ ВВ ' 

Доказ. Прямоугольные треугольники ЛВС я АСВ, ямѣюво< 

общій уголъ А, по § 40 слѣдств. 3, равноугольны, слѣд, ^АВ С= 

/_АСВ. Равнымъ обравомъ пряяоугольные треугольники АВС в 

ВСВ, имѣющіе общій уголъ В, также равноугольны, и потому 

/Л1АС=^ВСВ. Изъ этого слѣдуетъ, что оба треугольника АСВ 

и СВВ подобны треугольнику АСВ^ и потому оия подобны между 

собою. 

Изъ подобія треугольниковъ АСВ и ВСВ слѣдуетъ (§ 56): 

АВ ВС 

ВС ~ВВ' 

Изъ подобія треугольниковъ АВС и АВС слѣдуетъ: 

АВ __ АС 

АО ~ АВ 

Наконецъ, изъ подобія треугольниковъ АВС я ВСВ слѣдуетъ: 

АВ СВ 

СВ ~ ВВ' 
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Взявши произведенія среднихъ и крайнихъ членовъ, находимъ: 

В(^=АВ.1)И\ АС^=ЛВ.АІ) и СВ^^АВ.ПВ. 

Если раздѣлимъ почленно второе равенство на • третье, то но- 

лучииъ’ 

АС^ АР 

СВ^ ~ РВ ' 

т.-е, квадраты, катетовъ относятся между собою, какъ отрпзки 

гипотенузы. 

§ 65. Теорема. Квадратъ гипотенузы равняйся еуммт» кво- 

дратовъ двухъ катетовъ. 

Доказ. Сложивъ почленно два равенства, 

найденныя въ предыдущемъ §, 

АО=АВ.АР и СВ^=АВ.РВ, 

находимъ: 

АСВ-\-СВ^=АВ.АР-^-АВ.РВ= 

АВ.{АР-\-РБ). 

Но такъ какъ АР^РВ=ЛВ, то АСВ-\-СВ^=АВ^. 

Съ помощью этого соотношенія между гипотенузою и кате¬ 

тами можно опредѣлить гипотенузу, кода оба катета даны: 

ЛВ^\^АС^-^СВ'^ и катетъ, когда гипотенуза и другой иатеть 

НАШ'. АС=ѴАВ^—СВ-, т.-е. гипотенуза равна квадратному 

корню изъ суммы квадратовъ рухъ катетовъ, а катетъ равенъ 

квадратному корню изъ разности квадратовъ гипотенузы и другог® 

катета. 

§ 66. Теорема. Въ косоугольномъ треуіольнгшь квадратъ сть- 

ромы, лежащей противъ остраго угла, равняется суммѣ ква¬ 

дратовъ двухъ другихъ сторонъ, безъ удвоеннаго прошведенія 

основанія на отргьзокъ его отъ вершины острою угла до вы¬ 

соты. 

е 

Черт. 96. 

5* 
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Положимъ, что въ треугольникѣ ЛВС 

(черт. 97) А есть острый уголъ, линія 

АС—основаніе и ВВ—высота; требуется 

доказать, что 

ВС^=АВ^^~{-АС^—2АС.ЛВ. 

Доказ. Изъ прямоугольныхъ треугольни- 

іовъ ВВС и ВВА находимъ по предыдущему §: 

ВС^=ВВ^+ВС^ и ВВ‘^=АВ^—АВ^ 

Бромѣ того ВС=АС—ЛВ\ слѣд., 

ВСР=(АС—АВу=АС^-^АВ^—2АС.АВ. 

Бставляа въ уравненіе ВС^ = ВВ’-^ВС^ вмѣсто ВВ^ и ВС^ 

найденныя выраженія и сокративъ, получимъ: 

С.АВ. 

§ 67. Теорема. Въ тупоугольномъ треугольникѣ квадратъ сто- 

роны, лежащей противъ тупого угла, равняется суммѣ квадра¬ 

товъ двухъ другихъ сторонъ, сложенной съ удвоеннымъ произведе- 

В ніемъ основанія на отрѣзокъ его отъ вергиины 

тупого гухла до высоты. 

Положимъ, что въ треугольникѣ АБС (черт. 

98) А есть тупой уголъ, линія АО—основаніе, 

а ВВ—высота; требуется доказать, что 

Доказ. Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ВСВ и ВВА имѣ¬ 

емъ (§ 65): 

В(^ВВ^+ВС^ и ВП-^=^АВ-^~-АВ^. 

Бромѣ того ВС — А0~{-АВ; слѣд., ВС‘^=^{АС-\-ЛВу = АС^-{- 

АВ^-^2аС.АВ. Встававъ въ урав. В(Р = ВВ^ВС^ вмѣсто 

ВВ^ л ВС^ найденныя выраженія и сокративъ, находимъ: 

ВС*=^АБЦ-А (Г--\^2А С.АВ. 

Черт. 98. 

В 

Л о с 

Черт. 97. 
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§ 68. Теорема. Во всякомъ параллелограммѣ сумма квадратовъ 

діагоналей равняется суммѣ квадратовъ четы¬ 

рехъ сторонъ его. 

Положилъ, что АИСО (черт. 99) есть парал¬ 

лелограммъ; тре.Гіустся доказать, что ВВ^-\-А(У‘= 

Доказ. Опустимъ изъ точки в перпендику¬ 

ляръ па сторону АВ и изъ точки С перпенди¬ 

куляръ на продолженіе ея. По § 66 имѣемъ: 

ВВ'^==АВ^-\-АВ^~-2АВ.АЕ 

й по ^ 67: 

АС-=СВ^-^-ВЛ‘^-\^2ВА.ВЕ. 

Такъ какъ прямоугольные треугольники АВЕ и ВСЕ имѣютъ 

равныя гипотенузы АВ а СВ а равные катеты ВЕ и СЕ (§ 37), 

то по § 25 они равны между собою; сіѣдов. АЕ=ВЕ. Вслѣдствіе 

втоѵо при сложеніи почленно двухъ предыдущихъ уравненій члены 

2ВА.АЕ и 2ВА.ВЕ сократятся, и если замѣнимъ сторону АВ 

равною ей стороною -ВС, то получимъ: 

ВВ^^А С^^АВ'^^В С^-І- СВ^^ВА^. 

Черт. 99, 

Подобіе многоугольниковъ. 

§ 69. Два многоугольника АВСВЕ и А^В^СіВіЕі (черт. 100) 

съ одинакимъ числоиъ сторонъ, 

имѣющіе углы соотвѣтственно рав¬ 

ные и стороны соотвѣтственно 

пропорціональныя, называются по- 

добныміи Пропорціональныя сто¬ 

роны называются сходственными. 
Черт. 100. 



— 70 — 

Если отъ какой-нибуяь то^ки К внутри многоугольника АВСВЕР 

(черт. 101) проведемъ линіи во всѣмъ вершинамъ его и раздѣлимъ 

эти линіи въ точкахъ Ву 

пропорціональныя части такъ, 

... на 

чтобы 

АА^ 

А^С'' 

ББі _ СС| 

' В^К~ С,К 

Черт. 101. 
то, соедипивъ точки ^4^, Бі, Сі..., со¬ 

ставимъ многоугольникъ Аі Ві 

подобный многоугольнику АВСВЕР. Въ самомъ дѣлѣ, стороны 

двухъ многоугольниковъ по § 50 соотвѣтственно параллельны и 

потому соотвѣтственные углы, какъ углы съ параллельными сторо¬ 

нами, равны век и В-^С-^К.^ КСВ и КС\В^ и т. д.; слѣд.: 

АВСКсо/\В^С^К, /\АВКсоа.А^В,К 

ж отсюда 

АВ _ ^ ^ ^ ^ 

АіБ, ~ В^К “БіСі “ С^К ~ С^В, ~ В^К" 

шжл 
АВ ^В^^ 
АіБі БіС“ С,А'" 

т.-е. стороны пропорціональны. 

Для черченія подобныхъ многоугольниковъ употребляется сна¬ 

рядъ (черт. 102), называемый паптоіра- 

фомг. Онъ состоитъ изъ четырехъ лине¬ 

екъ ОіѴ, аР, аіі, КА, соединепныхъ 

между собою въ точкахъ М, а, Р й К 

такъ, что линейки свободно могутъ вра¬ 

щаться около этихъ точекъ. Притомъ сна¬ 

рядъ имѣетъ такое устройство, что Ма= 

ш^КР и МК~Ра, и что точки О, а а 

А лежатъ на одной прямой линіи. Оче- 

вндно, что вслѣдствіе этого аМКР.^ при всѣхъ возможныхъ поло- 
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яеніяхъ линеекъ, остается всегда параллелограммомъ, і линейки 

0^ и аР, равно как-і» линейки аМ и АN, всегда параллельными 

иеяду собою. Предполагая точку О неподвижною, положимъ, что 

точка Л опишеі*ь какую-нибудь прямую линію ЛВ\ тогда точйа а, 

очевиро, опишѳ'гі. также прямую линію об, параллельную первой и 

иахорщуюся съ ней въ постоянномъ отношеніи, равномъ отношенію 

ОА 0N ^ ^ 
или Слѣдовательно, если точку А вести по иериметру 

какого-нибудь многоугольника, то точка а опишетъ подобный ему 

многоугольникъ; соотвѣтственныя стороны этиіъ рухъ многоуголъ- 

< . 0N 
МИКОВЪ будутъ въ постоянномъ отношеніи-^™- 

Чтобы можно было произвольно измѣнять ИТО отношеніе, че¬ 

тыре линейки снабжены равноотстоящими другъ отъ друга ды- 

рочкаии, которыя позволяютъ редичивать и уменьшать длины аМ 
ш МN. 

§ 70. Теорема. Периметры подобныхъ многоугольниковъ про¬ 

порціональны сходственнымъ сторо- В 

намъ. 

Положимъ, что многоугольники 

ЛВСВЕ и АіВ^СіПіВі (черт. 100) 

подобны; требуется доказать, что 

Е і) Е, Р 

Черт. 100 

АВ-^ВС-\-СР-\-ПЕ-\-ЕА АВ 

АіВі-\-Ві Сі-{-СіРі-\-ВіЕі~{-Е^Аі А^В^ 

Дока». Ивъ опредѣленія подобія многоугольниковъ слѣдуетъ; 

АВ ^ ^ _ ВЕ ЕА 

ЛД Д С,*" Д “ 
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В отсюда 

ЛВ + ВС + СВ ВЕ ЕА АВ 

Сі+с;а+а А-Ь ЛА 

§ 71. Теорвва. Діаюнали, проведенныя %ізъ соотвѣтственны.гъ 

уіловг двуіп подобныхъ мно%оу%ольншовъ, раздѣляютъ ихг ня 

ебинаковое число подобныхъ и сходственно расположенныхъ тр^ 

уъоАьншоеъ. 

Положимъ, что многоугольни- 

кк ЛВСВЕЕ ъ А^В^С^В^Е.Е^ 

(черт. 103) подобные, т.-е. 

углы А^ В, С^ В^ Е ъ Е 

соотвѣтственно равны утлавъ 

А.-, А в А и 
стороны АВ^ ВС^ СО, СД 

ЕЕ и ЕА соотвѣтственно проворціональны сторонамъ ДА, 

СІА, АА> А А ч АА; требуется доказать, кто 

д д д асВ'^а зі,сіа; 
Д зЮЛ/ео Д Д ЛЕРго д 

Дска>. Въ треутодьниеакъ А8С я Л^В^С\ пе иокоженш 

УТ, УГ, ^ ВС. ^ 
^В—дД в = , слѣд. эти іреугольпики аодооиы 

АВі В, С-і 

(8 58) 

Изъ підобія же еіпъ треугольниовъ слѣдуетъ, что ВСЛ ^ 

^ДАД, а какъ во иоложенію ^С-=Д,С„ тс /_АСО^ 

УД Д-0,; вромѣ того во положен» 
Аі О, Оі-о, 

.ВС СВ АС СВ 
елѣдовательно треугольнвкн АС1> 

в ЛД-0, иодоівы (§ 68). 

в 
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Такквгь яе образомъ доказывается подобіе и слѣдующихъ тре¬ 

угольниковъ. 

Изъ сказаннаго в'і. этомъ § слѣдуетъ, что діагонали нодоб- 

ныхъ многоугольниковъ пропорціональны сходственнымъ сторо¬ 

намъ. 

Обратная теорема. Если два многоугольника АВСВЕЕ и 

(черт. 103) діагоналями раздѣляются на одиноко^ 

вое число подобныхъ и сходственно располооюенныхг треугольниковъ, 

то такіе многоугольники подобны. 

Положимъ, что Д с» Д АВС\ Д ЛСВ оэ Д 

« т. д.; требуется доказать, что и т. д.,и 

АВ ВС СВ 

А,В-ВЛ^С,1>, * "■ "• 

Доказ. Изъ подобія треугольниковъ АВС и А^В^С^ слѣдуетъ: 

^В=^Ві 1 /_ВСА=^В^СіАі., изъ подобія же треугольниковъ 

АСВ и ДСіА слѣдуетъ: _Д.4СІ)=_Д-4і(7іСі, а потому _ДВ(71)= 

^ВіСіВ^. Подобнымъ образомъ доказывается равенство и другихъ 

угловъ. 

Далѣе находимъ изъ подобія треугольниковъ АВС и А-^ВіС-^. 

АВ ^ ВС ^ АС 

А^В,~В^С^ Л а' 

Изъ подобія же треугольниковъ АСВ и А^С^В-^ получаемъ 

СВ АС. . 

ад-ЛД’ 

АВ ВС СР 

А^Ві~В^Сі~ (\Вг 

Такимъ яе образомъ доказывается пропорціональность и другихъ 

сторонъ. 
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§ 72. Если внутри одного изъ двухъ подобныхъ многоугольниковъ 
ЛВСІ)Е и АіВ^СіВіЕ^ (ч. 104) 

беремъ произвольную точку К и, 

соединивши ее съ концами Еакой" 
ннбудь стороны АВ, составимъ 
треугольникъ АВК, заті.мъ надъ 
сходственною стороною ЛіД со¬ 
ставимъ треугольникъ А^В^Кі ему 
подобный и одинаково съ нимъ 
расположенный, то точка Лі, та¬ 
кимъ образомъ опредѣленная, на- 

іываѳтси соотттственпою точкою К. 

^[нніи НК и ЩКі, соединяющія двѣ взаимно соотвѣтственныя точки 

называются соотвѣтственными линіями. 

Тѳорѳна. Если изъ еоотвѣтственныхъ точекъ двухъ подобныхъ мною- 

уюльниковъ проведемъ линіи ко всѣмъ вершинамъ ихъ, то многоугольники 

раздѣлятся на одинаковое число подобныхъ и сходственно расположен- 

Положимъ, что въ подобныхъ мно¬ 
гоугольникахъ (черт. 105) АВС НЕ и 
АіВіСіВіЕі точки К я Кі суть точки 
соотвѣтственныя, т. - ѳ. Д АВК со 
Д АхВ\К^, требуется доказать, что 
Д БЯ (7 со Д Лі Сі; Д СКВ со 
Л СіЕіВх и т. д. 

Доказ. Ивъ подобія многоугольниковъ н подобія треугольниковъ АВК 

н Аф^Кх слѣдуетъ: 

нихъ п^^рольниковъ. 

В 

Черт. 105. 

Черт. 104. 

1) / АВС=-/. АхВхСх и ^АВК = /, а потому ^ КВС^ 

^ адс-і; 

АВ ВС вк 
’ А,в, “ “ АВ, ~ в,я, ’ 

потому 

угольники ВКС и ВіЕіСх подобны (§ 58). 

ВС _ ВК 

ВхСх^ВхКх Слѣдов. тре- 

Такймъ 2ѳ образомъ доказывается подобіе и другихъ треугольни¬ 
ковъ. 

Теорема. Соотвѣтственныя линіи пропорціональны еходствеинымъ сто* 
ранамъ. 
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Подожимъ, что Я" и Яі, Н и 
Ні (чертежъ 106) суть соотвѣт¬ 

ственныя точки двухъ іголобнііх'ь 
многоугоіьпиЕовъ ЛВС1)1']Ь' н 

т.-ѳ. Л АВЕ 
со Д ЛхВхКх и Д АВН со 
д АхВхНх\ грсбуіітся доказать, 

КН ЛИ 
ЯіЯ, Л,/У/ 

Б 

Доказ. Изъ подобія треугольниковъ АВЕ и Лі^іЯі, АВН и АхВхНх 
слѣдуетъ 1) / ВЛК—^ и / ВАН=^ ВхАхНх, я 

/ ПАЕ = / ЯіЛ,Яі; 2) 
АК 
АхКх' 

АВ АН АВ 
. . " АіВі “ А,Яі“Л,Д ’ “ 

СлЬдов., треугольники АПК и ЛіЯ^Я^ подобны 

тт X ЕН А К Изъ этого слѣдуетъ, что = ■; „■ 
ЛіЛі 

АК _ ЛЯ ЯЯ _ АВ 
ЛіЖі ~ ЗА’ “ ЖіНі А,в, ■ 

потону 

потому 

(§ 68). 

такъ сакъ по положенію 

Центромъ подобія двухъ подобныхъ многоугольниковъ называется 
вообще точка, тавимъ образомъ расіюложевная относительно ихъ, чте 
прямая, проведенная изъ нея въ какую-нибудь точку одного многоуголь¬ 
ника, проходитъ чрезъ соотвѣтствеппую точку другого. 

Если изъ какой-нибудь точки О (черт. 107) проведемъ прямыя линіи 
ко всѣнъ вершинамъ много¬ 

угольника АВСІ) м, продол¬ 
живъ ахъ, ироведевъ Л] и 
Л^В^ параллельно ЛЯ; Вх Сх 
Е ЯаСа параллельно Я (7; СхВх 
и нараллельно СВ: 
АхВх н Л^Яа параллельно 
ЛЯ, то составятся два мно¬ 
гоугольника Ах Вх Сх Я, и 
А^В^С^Ві, подобные много¬ 

угольнику АВСВ (§ 69), которыхъ общій пентръ подобія будетъ О. 

Когда многоугольниЕИ АВСВ и АхВхСхВі расположены такъ, чте 
соотвѣтственныя точки лежатъ по одной сторонѣ центра подобія О, то 
этотъ центръ называется онѣшшмъ] 'Еогда же нногоугольиики ЛЯСЯ н 
А^В^С^Ві расположены такъ, что соотвѣтственныя точки лежать по 
равнымъ сторонамъ центра подобія О, то этотъ центръ называется внр- 

тремнимг. 

В 

Черт. -107. 
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Нѣкоторыя предложенія о треугольникѣ 

§ 78. Теорема. Сумма квадратовъ двухъ сторонъ АВ и ВС треуголъ- 
В шш АВ С (черт. 108) равняется двойному ква¬ 

драту линіи ВВ, соединяющей вершину тре¬ 
угольника съ срединой основанія, сложенному сь 

^ двойнымъ квадратомъ половины основанія, т.-е. 

АВ^^В0^2ВІ)^-{-2АІУ^. 

Доказ. Опустивъ изъ вершины В перпендикуляръ ВЕ иа сторону АС, 

находимъ изъ остроугольнаго треугольника АВВ (§ 66): 

Ат=ВВ^-{~ВА^—2АВ . ЕВ, 

а изъ тупоугольнаго треугольника В СВ (§ 67): 

. ЕВ. 

Сложивъ почленно этн два уравненія н замѣтивъ, что ВС= АВ, на¬ 

ходимъ: 

АВЦ-ВС^=2ВВ^-{-2АВі. 

Черт. 108. 

Если въ какомъ-ннбудь четыі)оуго.іьникѣ АВСВ (черт. 109) проведемъ 
діагоналн АС* и ВВ, средины ихъ В к М 
соединимъ между собою, наконецъ прове- 

демъ линіи ВС я В А, то по предыдущему 
' находимъ нзъ треугольника АВВ-. 

V Т/ь в А№ ЬЛда=2№+2АЛ«, 

а изъ треугольннка В С В: 

^ ВСЦ-СВі=2ВІА-\-2СІА. 

Черт. 109. Сложивъ почленно эти два уравненія я 
замѣтивъ, что 451.* = {2ВВ)^ = ВВ^, на- 

АВ^ВО-{-СВ^^АВ^=ВВ^-{-2{АВ^-{-СІЛ). 

Но изъ треугольника АВС иолучаеиъ: 

АІЛ-{- СІЛ^2АМЦ-2МВ^ 

или умноживъ иа 2: 

2(АЬЧ- СІЛ)=4.АМ^-НМВ‘^=АС^-{АМІЛ. 

Вставляя ВТО выраженіе въ предыдущее уравненіе, находимъ: 

А&-\-В СЧ- СВ^-{-ЛВ^=ВВ^-\-А 

т.-е. сумма квадратовъ всіьзеъ сторонъ какого-нибу&ь четыреугольника ров- 

ияется суммѣ квадратовъ ею дщюналей, сложенной сь учетвереннымъ 
квадратомъ разстоянія между срединами діагоналей. 



§ 74. Теорема. Если п треугольникѣ АВС (черт. 110^I 111) проеедеш 
произвольную линію ѴЕ, от.сѣкпющую отъ кажд<м стор&ни его деа от- 
рѣзнл'. отъ АВ — отрѣзки АВ и В В, шъ ВС-^ отрѣзки ВЕ и ЕС, и 

Е 

Черт. ПО. Черт. 111. 

от* АС—отрѣзки А Р и СЕ, то произведете н^ехп отрѣзковъ, не имѣю^ 
щихъ общей вершины треугольника, равняется произведенію трехъ дру¬ 

гихъ отрѣзковь*)і 

АВ . ВЕ. СЕ^ВВ. СЕ . ЛЕ. 

Доказ. Проведя Св иараліѳдьно дннш ВЕ, находимъ (§ 5С^ 

Е Перемноживъ почленно эти двѣ пропорціи, воіхтчхѵ^ 
СѢ вьг 

сга- ““ ЛВ.ВЕ.СР^ВП.СЕ. АЕ. 

§ 75. Теорема. Если черезъ какую-нибудь внутреннюю точку О тр^ 
угольника АВС (черт. 112)^оввделг прямыя АОа, 
ВОЪ и С Ос, раздѣллтція каждую сторону тре¬ 
угольника на два отрѣзка, то проішеденіе трехъ 
отрѣзковъ, не гшѣющихъ общей вершины троуюлъ- 
ника, равняется произведенію трехъ друггзхъ от¬ 

рѣзковъ: 

Ас . Ва . СЪ^сВ . аС .ЬА 

Доказ. Изъ треугольвнБа АВа, пересѣченпаго прямою Се, находимъ 
пл основаніи предыдущаго §: Ас . ВС- аО — сВ. аС. АО; нвъ треуголь¬ 
ника АСа, пересѣченнаго прямой ВЬ, имѣемъ: АЬ . аО . СВ—СЬ . АО . 
Ва. Раздѣливъ почленно первое уравнепіе иа второе, находимъ' 

-пг=“ -та:—или Ас , Ва . Со = сВ . аС. ЪА АЬ Со . Ва 

В 

Черт. 112. 

*) Это предложеніе, служнвшее основаніемъ всей тржгонокетріи дреѵияяъ 
ііоипясывается гречѳсному геометру Мепеіаш) (98 по Р. X.). 
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В 

Теорема. Если вершину В треугольника АВС (черт. 108) соеди¬ 
нимъ съ произвольною точкою I) противотлоою- 

ной стороии, то 

Ат . . АО—-ВБ*. ЛС=АС . АВ. ВС. 

Доказ. Проведя ВЕ нѳрпендикулярно къ АС 
Е Б 
Черт 1С^. 

в4я 

1) Ат^вЕ-^-^-лт 
В(7*= ст-\-Ет=(Ас--АЕу-^Ет, 

2) Вт=АО-\-АЕ*~2АС. АЕ-{-Ет. 
ББ*=Б^5;*-1-і;Б*=Б^;2-к^Б—лі;)*, 

3) ББ*=ББ*-1-ЛБ*4-ЛЕ5—2ЛБ . АЕ. 

Помноживъ первое уравненіе на ОБ, второе на АВ, третье ш 
[ вычтя третье изъ суммы двухъ первыхъ, находимъ: 

Ат . ОБ+ВО*. АВ~ВВ^. ЛО*=БЕ2(ОБ+ЛБ—АО) 

+ Ат (ОБ+ЛБ-ЛО)-ЬЛО*. ЛБ—ЛБ*. Л О. 

Члены, содержащіе Вт и Лт, сократятся, и замѣіиві.. что 

лее . ЛБ—ЛБ*. ЛО:=ЛО. ЛБ (ЛС—ЛБ)=ЛС. ЛБ . ВС, 

. АО 

Ат , СБ+БСв . АВ~Вт . ЛО»ЛС .АВ .ВС. 

Это предложеніе содержитъ одно изъ самыхъ общихъ свойствъ тре¬ 

угольника. 
Если положимъ, что треугольникъ АВС равнобедренный, т.-е. АВ^СВ. 

то предыдущее уравненіе принимаетъ видъ: 

ЛБ*(ОБ+ЛБ)—ББ*. АС=АС. АВ . ВС. 

Замѣтивъ, что ОБ-}~ЛБ=ЛС, и сокративъ на АС, находимъ для равно¬ 

бедреннаго треугольника слѣдующее уравненіе: 

ЛБ*—Б-0*=ЛБ, ВС. 

Если положимъ, что точка Б есть средина линіи Л С, такъ что ЛБ=С® 

н ЛС=2ЛБ, то сокративъ общее уравненіе на ЛБ, находимъ 

ЛБ*-1-БС*=2Б_Б*4-2Л_Б*. 

Если въ траленіи АВСВ (черт. 113) проведемъ діагоиалн ЛС и ББ 
кронѣ того проведемъ ВЕ параллельно ОБ и СЕ наі>а.тлельно АВ. те 
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по предвдушему изъ треугольника А СВ паВденъ: 

АО . ЕІ)-\-СГА . АЕг-СО . АВ^АВ . АЕ. ЕВ. 

а изъ треугольника А В1)\ 

ВВ^. АР-\-А& . ЕВ—ВЕ^ . АВ=АВ . АЕ. ЕВ. 

Если сложимъ почленно ѳти два уравненія и 
замѣтимъ что В _ О 
ЕВ=АЕ\ СЕ=^АВ', ВЕ=СВ-, ЕВ=^ВС^АЕ, 
то получимъ: 

' (АСЦ-ВВі). АЕ—СВ^{АВ~АЕ) 
{АВ— Е'В) = 2АВ . АЕ. ВС, и какъ А , 

АВ-АЕ=ЕВ=АЕ н АВ~ЕВ=АЕ, 
то по сокрашеніи на АЕ находимъ: Черт. 113. 

АС^-^ВВі=СВі-\-ЛВіі-2АВ . ВС. 

Гармоническое дѣленіе. 

§ 77. Еслн лннія АВ (черт. 114) раздѣлена иа такія трн части А5, ВО, 
н СВ, которыя со всею линіею АВ со¬ 

ставляютъ геометрическую пропорцію. А С О 
въ которой крайніе отрѣзки АВ и СВ 
суть крайніе члены, а вся линія и сред- 

НІЙ отрѣзокъ ВС — средніе, нли наоборотъ, х.-ѳ. еслн 

говорятъ, что линія АВ раздѣлена іармониче<жи, а точки А, В, С е В 
назьгааюіся гармоничестсими*). 

Чтобы раздѣлить данную линію АВ (черт. 115) гармонически, назна¬ 

чаемъ на пей произвольную точку С или, что все равно, назначаемъ про¬ 
извольную крайнюю часть СВ. Проведя за¬ 

тѣмъ чрезъ точку А какую-нибудь прямую 
АС? и чрезъ точки С е В двѣ параллели СЕ 
и ВЕ, отложимъ Ев = ЕЕ и проведемъ ВЕ 
параллельно в С, тогда В будетъ четвертая 
гармоническая точка къ тремъ точкамъ А, О 
и В. Въ самомъ дѣлѣ: 

*) Ое Іа Ніге (1685) основалъ на гармоническомъ дѣленія теорію коянческнхъ 
сѣченій въ духѣ древней геометріи, и чрезъ сочиненіе его названіе весио Ьаг> 

топіса преимущеотвѳиЕо вошло въ упог^)еблевіе. 
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АД _ АР 
ВС ~ГС ^ СВ~ ЕР 

и так’ь какъ по посяроенію ЕР = РО, то ’ 

Положимъ, что линія АД (черт. 114) 
раздѣлена тармоннчесви въ точкахъ 
Д иС, и пусть будетъ О средина ли¬ 
ніи АС, тогда изъ трехъ линій ОД, 

ОС и ОД средняя—ОС есть средняя 
прогк^іональнал между дзумя другими ОВ и ОД. 

ОС В 

Черт. 114. 

Въ самомъ дѣлѣ, изъ проиорцін находимъ: 

АД+СД . АД—СД АД+ДС АВ-ВС 
2 ■ 2 2*2’ 

Но 
АД^ СД= А С-І-2 СД=2( О С+СД)=2 ОД; 

ЛД—СД=20С; АВгВС=.20С\ 

АВ—В С= А 0—2 Д С=2(' О С— СВ)—2 О В, 

. ОД ОС 
«ѣдав.. ОС^ОВ- 

Если изъ трехъ линій а, & и с первая относится къ третьей, какъ раз¬ 
моетъ первой и второй относится къ разности второй и третьей, т.-ѳ. если 

а: с 5* (а—Ь): {Ь—с), 

»о тавзл ароаордія Енаываеіся среднею гармсниѵесксю пронерціею и шдів 
Ь—среднею гармоническою проп(^ціональною. 

Ввивъ произведеніе среднихъ и крайнихъ членовъ, найденъ: 

ас~Ьс=аЬ-^ас', 

«іѣдов,, средній гармонмческн-пропоршональиый членъ Ъ= 

Если же въ пропорціи (черт. 114) замѣнимъ ДС чрезъ 

АО—АД и СД чрезъ АД—АО, то найдемъ: 

АД ; АД=(АД—АС); (АС-АД). 

Изъ этого слѣдуетъ, что три части АД, АС н АД линіи АД, раздѣ¬ 

ленной гармонически, составляютъ среднюю гармоническую пропорцію. 
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§ 78. Теорема. Если четыре линіи ОЛі, ОВі, ОСі « 01?, (черт. 116), 
выходящія изъ общей точки О, пересѣчены какою-нибудь прямою А [), то 
отрѣзки ея АВ, ВС и СІ) имѣютъ то 

. АЛ.СІ) 
свойство, что отношеніе есть ве¬ 

личина постоянной, не зависящая отъ по¬ 
ложенія линіи А !). 

Доказ, Проведя какую-иибудъ дииію ЛіД 
м чрезъ точку А линію Аёі, ей параллель¬ 
ную, находимъ нзъ треугольника АсС, не- 

ресѣченнаго линіею О В (§ 74): АЬ. Ос. СВ 
=Ъс. ОС. АВ, а изъ этого же треугольника 
АсС, пересѣченнаго линіею ОВ, находимъ: 
Аіі. Ос. СВ=сЗ. ОС. АВ. Раздѣливъ второе уравненіе почлавно на пер- 

А^.СВ сд-.АВ А В. СВ АЬ.сіі 
іое, получимъ: 

АЬ.ВС лй.Ъс 
Но вслѣдствіе 

нараілельности линій и АіВі имѣемъ: 

АЬ АіВі са С,А ^ АЬ. оЛ А,Ві.СіВ. 

23 = АЛ' ы “ -вл • 23ГЙ = ІГвТТЖс, 

я потому 
^ВВ _ АіВ^.СіВі 
АВ.ВС~ АіВі.ВіСі^ 

что и требовалось доказать. 

. АВ.СВ 
Отвошѳніѳ называется внхармопичеекимъ отногиенгемь. 

Коли линія АВ въ точкахъ В л С раздѣлена гармовичесви, т.-е. 

АІ) СВ , „ АВ.СВ 
АВ.СВ АВ.ВС, то ^ = 1; слѣдовательно всякая 

другая линія АіВі также раздѣляется въ точкахъ А и А л^рмонячески. 
ІИНІИ ОАі, ОВі, ОСі а ОА случаѣ называются шрлоничвскили 
лучами, а точка О—іармоническимъ центромъ. 

^ . АВ АВ АСі-СВ АО,, 
Замѣтивъ, что ^ 4-11 предиоложямъ, что АВ 

приблвжается къ параллельности линіи 0В\ отношеніе въ такомъ 

случаѣ уменьшается безпредѣльно, а потому отрѣзки АВ м ВС прибли¬ 

зятся въ равенству. Отсюда заключаемъ, что отъ нрямоі, нараллѳльноі 
крайнему лучу, другіе лучи отсѣкаютъ два равныхъ отрѣзка. 

А. Лавяд!>въ. Геон«трік. ^ 



Если въ Еакоиъ-нибудь отырѳугоіьпиЕѣ АВСВ (черт. 117) продолжимъ 
д противоположныя стороны до ихъ пересѣ¬ 

ченія: стороцы АВ и СВ до точен Е, а 
стороцы ВС и АВ до точки В\ то фигура, 
такимъ образомъ составленпал, называется 
полнымъ четыреуголънтомь. Линіи на¬ 
зывается также діагональю, такъ что пол¬ 
ный четырѳугольнйЕЪ имѣетъ три діаго¬ 

нали: АС, В В и ЕЕ. 
Теорема. Въ полномъ четирсугольникѣ 

каждая діаіона,и дѣлится гармонически 
двумя другими діагоналями. 
Продолжимъ діагонали АС и ВВ до пе¬ 

ресѣченія съ діагональю ЕЕ; требуется 

доказать, что 

Докаі. По ^ 74 имѣемъ изъ треугольника ЕЛЕ, пересѣченнаго пря¬ 
мой ВІ, 

АВ.ВЕ.ЕІ= ЕВ.ЛВ.ЕІ 

изъ т])оугольника ЕАН, пересѣченнаго прямой ВЕ, имѣемъ: 

ЕВ.АС.НЕ = АВ, СН.ЕЕ; 

наконецъ, изъ треугольника НАЕ, пересѣченнаго прямою ЕВ: 

СН.АВ.ЕЕ = Л СВЕ.ЕН. 

Иорекножнвъ почленно эти три уравненія и сокративъ равные члены, 
находимъ: 

НЕ.ЕІ=ЕІ.ЕН, нли 
ЕІ 

ПЕ 
ЕІ ■ 

Задачи. 

49 Стороны треугольника соотвѣтственно равны 3, 4 и 5; опредѣлитъ 
уголъ, лежащій противъ болі>піей стороны. 

60. Лѣстница, длиною въ 10 фут., приложена къ вертикальной стѣнѣ 
такъ, что основаніе лѣстницы отстоитъ отъ стѣны на б фут.; на какой 
высотѣ находится вершина лѣстницы? 

51. Если основаніе лѣстницы отодвинется отъ стѣны еще на 2 ф., на 
сколько футовъ П0ИИ8ИТСД вершина ея? 



52. Стороны треугольника соответственно равны 10, 15 и 20; какого 
-айда уголъ, лежащій приіивъ большей стороны? 

53. Периметръ прнмоуіоділиио треугольника равенъ 2р и одинъ изъ 
-катетовъ равенъ 6, оіірі'лілиі'ь гипотенузу. 

5-1:. Три стороны треугольиииа соотвѣтственно равны а, Ь и с; опредѣ¬ 
лить длину ЛИНІИ /, соединяющей вершину А треугольника со срединою 
аротивоположііой стороны. 

55. Найти четвертую нроиорціональную къ тремъ даннымъ линіямъ 
а. Ъ к с. 

•■'и. Га.иііли'гь линію АВ на двѣ части въ данномъ отношеніи. 
П7. І^аздѣлить линію ЛВ на части, нронорціональяьгя линіямъ т, п, 

р и 4. 
:)Ъ. Чрезъ точку А лровести прямую такъ, чтобы разстоянія ея отъ 

ДВУХЪ данныхъ точекъ В и С были въ данномъ отношеніи ш •. п. 
59. Даны двѣ прямыя АВ и АС и точка ^ внутри угла ВАС‘^ найти 

на прямой АС точку, равноотстоящую отъ точки ^ а отъ прямой АВ. 

00. Даны двѣ прямыя АВ и АС и точка провестн чрезъ I прямую 
такъ, чтобы части ея, отсѣкаемыя прямыми АВ ^ АС, были въ данномъ 
отношеніи ш : п. 

61. Изъ точки I проведены прямыя къ разнымъ точкамъ данной линія 
АВ\ опредѣлить геометрическое мѣсто точекъ, дѣлящихъ эти линіи въ 

4этношеніи т; п. 
62. Стороны параллелограмма соотвѣтственно равны 9 фут. и 3 фут., 

разстояніе же двухъ сторонъ въ 9 фут. равно 2 фут.; опредѣлить разстоя¬ 

ніе дву'хъ другихъ сторонъ. 
63. Построить треуго.іьникъ, въ которомъ три линіи, соединяющія вер¬ 

шины треугольника со средянамн противоположныхъ сторонъ, соотвѣт¬ 

ственно равны I, Іі, Ц. 
64. Даны діагонали (і а (іх параллелограмма и одна изъ сторонъ его а; 

онредѣлить другую сторону. 
65. Построить на данной линіи АВ многоугольникъ, подобный дан¬ 

ному. 
66. Вписать квадратъ въ треугольникъ АВС. 
67. Въ треугольникъ АВС вписать прямоугольникъ, котораго стороны 

находятся въ отношеніи ш: п. 
68. Найти гео.метрйческое мѣсто точекъ подъ условіемъ, чтобы сумма 

квадратовъ разстояній каждой изъ ннхъ отъ двухъ данныхъ точекъ А и 
М равнялась данной величинѣ т^. 



ГЛАВА УІ. 

Объ окружности круга. 

Хордн и касательныя. Взмѣреиіе угловъ. Пропорціональныя линіи въ кругѣ. 

Вписанные и описанные иыогоутолыівки. Относительное положеніе двухъ окруж- 

иостеѣ. Четире замѣчательныя точки треугольника. Взаимныя точки. Поляры. 

Задачи 

Хорды и касательныя. 

§ 70. Всякая часть АСВ (черт. 118) окруліности круга вазы- 

вается дугою (§ 11); линія же АВ^ соединяю- 

щая концы дуги и не проходящая черезъ центръ,— 

хордою. Каждая хорда АВ соотвѣтствуетъ румъ 

неравнымъ дугамъ АСВ ^ АВВ., составляю¬ 

щимъ вмѣстѣ полную окружность. 

Очевидно, что всякая хорда меньше діаметра. 

Черт. 118. потому что, соединивъ концы хорды А ж В Ѵѣ 

центромъ, находимъ (§ 13) АВ<^АО^ОВ\ но АО^ОВ равняется 

діаметру. 

Линія АВС (черт. 119), пересѣкающая окружность, называется 

сѣкущею. Сѣкущая можетъ пересѣкать окруж¬ 

ность не болѣе иакъ въ двухъ точкахъ, по¬ 

тому что если бы оиа имѣла еще третью точ¬ 

ку, общую съ окружностью, то три точка 

прямой отстояли бы отъ точки о на равныхъ 

разстояніяхъ, что противно § 30 
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Линія ЬМ (черт. 119), имѣющая только ору общую точку Л’ 

съ оиружностью, назыіиіется касательною, общая же точка ІѴ— 

точкою прикосновенія. Касательную можно разсматривать какъ сѣ¬ 

кущую, которой днѣ точки пересѣченія слились въ одну точку. 

Часть АОВС (черт. 118) круга, ограниченная дугою и двумя 

радіусами, называется вырьзкомъ или секторомъ, а часть АВС, 

ограниченная дугою и хордою,—отрѣзкомъ или сегментомъ. 

§ 80. Теорема. Равныя дуги стягиваются равными хордами^ 

Положимъ, что (черт. 120) дуга >4С'Б=дугѣ 

(хГЕ\ требуется доказать, что хорда АВ=хор' 

дѣ СЕ. 

Доказ. Соединимъ точки А, В, Ѳ- ъ Е съ 

центромъ и наложимъ секторъ СОЕ на секторъ 

АОВ такъ, чтобы радіусъ 00 совпалъ съ ра¬ 

діусомъ ОА и точка О съ точкою А, тогда дуга 

ОЕ совмѣстится съ дугою АВ, потому что всѣ 

точки обѣихъ дугъ находятся на равныхъ разстояніяхъ отъ центра. 

Вслѣдствіе же равенства дугъ точка Е совпадетъ съ точкою В і 

хорда ОЕ съ хордою АВ. 

Обратная теорема. Равныя хорды стягиваютъ равныя дуги. 

Положимъ (черт. 120), что хорда .47?=хордѣ 0Е\ требуется 

доказать, что дуга ЛСВ=дугѣ ОЕЕ. 

Доказ. Наложимъ отрѣзокъ ОЕЕ на отрѣзокъ АВС такъ, что¬ 

бы хорда ОЕ совпала съ равною ей хордою АВ\ точна О упадетъ 

на точку А и точка Е на точку В. Очевидно, что дуга ОЕЕ при 

этомъ совмѣстится съ дугой АСВ, потому что всѣ точки какъ дуги 

ОЕЕ, такъ и дуги АСВ отстоятъ на равномъ разстояніи отъ 

центра О. 

а 

Черт. 120. 
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81. Теорема* ВЬльшая дуга стягивается и больгиею хордоіа^ 

Положимъ (черт. 121), что дуга ВГЕ^ 

дуги АСВ\ требуется доказать, что хорда 

хорды АВ. 

Доказ. Отложимъ на дугѣ ЕЕВ часть ЕРѲ^ 

равную дугѣ ВСА\ тогда по предыдущему § 

ОЕ=^АВ. Если же соединимъ точки Ѳ т Е 

съ центромъ О и замѣтимъ, что въ треугольпи- 

кахъ ѲОЕ и ВОЕ сторопа ОЕ общая и 0В=00, какъ радіусы^ 

углы же ѲОЕ и ВОЕ иеравпы, то по § 17 найдемъ ЕВД>ОЕ 

или ВЕ >• АВ. 

Обратная теорема. Большая хорда стягиваетъ и болыаую дугу 

Доказ. Когда одна хорда больше другой, то дуга первой пе- 

можетъ равняться дугѣ второй, потому что тогда и хорды были бь® 

равны (§ 80), что противно положенію; ш первая дуга также не- 

можетъ быть меньше второй, потому что тогда, по предыдущей 

теоремѣ, и первая хорда была бы меньше второй, что также про¬ 

тивно положенію; слѣд. первая дуга будетъ больше второй. 

§ 82. Теорема. Равныя хорды равно удалены отъ центра. 

Положимъ (черт. 122), что АВ = ОЕ.^ 

ОС АВ., а ’ ОМ ОЕ\ требуется доказать^ 

что ОС= ОМ. 

Доказ. Соединимъ точки Л., В., Е ъ О съ 

центромъ О и замѣтимъ, что треугольники Л 05 

и ООЕу въ которыхъ АВ—ОЕ по положенію, 

а остальныя стороны равны, какъ радіусы, равны между собою 

(§ 18); слѣд. и высоты этихъ треугольниковъ ОС и ОМ равны 

(§ 24, слѣдствіе). 

& 

Черт. 122. 



~ 87 — 

Обратная теорема. Тверды, равно удаленныя отг центра 

равны. 

Положимъ (черт. 122) ОС = ОЖ; требуется дояазать, что 

АВ= СВ!. 

Доказ. Прямоугольные треугольники АОС ж ООМ, имѣющіе 

равныя гипотенузы АО и 00 и по положепію ОС~ОМ^ равны 

между собою (§ 25); слѣдов. АС=(}М\ подобнымъ же образомъ 

прямоугольные треугольники ВОС и ЕОМ^ имѣющіе равныя гипо¬ 

тенузы и по равному катету, также равны, а потому ВС—ЕМ 

Изъ этого слѣдуетъ, что АВ=:ОЕ. 

§ 83. Теорема. Большая хорда ближе къ центру. 

Пложимъ (черт. 123), что хорда ЕЕ 

меньше хорды ООД^ЕЕ и 

требуется доказать, что 00 ^ ОБ. 

Доказ. Отложимъ хорду равную хордѣ 

ЕЕ., и опустимъ изъ центра О перпенди¬ 

куляръ ОС на хорду АВ. По § 82 линіи 

00 и ОС равны; по ОіЬГ, какъ наклонная, 

больше перпендикуляра ОБ (§ 28); слѣдов. СООІ. 

Обратная теорема. Изъ двухъ хордъ та больше, которая ближе 

кг центру. 

Доказ. Когда одна хорда ближе къ центру, нежели другая, то 

первая не можетъ равняться второй, потому что тогда разстоянія 

ихъ отъ центра были бы равны (§ 82), что противно положенію; 

но первая хорда также ее можетъ быть меньше второй, потому чао 

тогда по предыдущему разстояніе первой отъ центра было бы больше 

разстояніи второй, что также противно положенію; слѣдов. первая 

хорда будетъ больше второй. 

§ 84. Теорема. Радіусъ, перпендикулярный къ хордп, дѣлитъ 

хорду и стягиваемую ею дугу пополамъ 
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Положимъ (черт. 124), что радіусъ ОВ пер¬ 

пендикуляренъ къ хордѣ ЛВ, требуется дока¬ 

зать, что ЛС=СВ и дуга >4і)—дугі. ВВ 

Доказ. Соединимъ точки А ж В с>ъ точ¬ 

ками О и О, прямоугольные треугольники 

АОС и ВОС^ имѣющіе общій кагетъ ОС 

8 равныя гипотенузы, равны (§ 25), слѣдов. 

Далѣе, прямоугольные треугольники АСВ и ВСВ^ имѣющіе 

общій катетъ СВ и по доказанному равные катеты АС и ВС, 

равны (§ 23); слѣдов. АВ = ВД, и потому по § 80 дуга 

4/>=хДугѣ ВВ. 

Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что три точки О, С и I), т.-е 

центръ, середина хорды м середина дуги, лежатъ на одной прямой, 

перпендикулярной къ хордѣ Слѣдов. линія, проходящая чрезъ двѣ 

изъ этихъ точекъ, пройдетъ также чрезъ третью и будетъ перпен¬ 

дикулярна *ъ хордѣ, а ЛИНІЯ, перпендикулярная къ хордѣ и про¬ 

ходящая чрезъ одну ивъ этихъ точекъ, пройдетъ также чрезъ двѣ 

другія точки 

§ 85 Теорема. Касательном перпендикулярна къ радіусу, про- 

ееденному въ точку прикосноьепія. 

Пусть будетъ (черт. 125) прямая АВ 

касательна къ кругу въ точкѣ (7, требуется 

доказать, что радіусъ ОС перпендикуляренъ 

къ АВ 

Доказ, Такъ какъ по положенію всякая 

точка В прямой АВ лежитъ внѣ ируга, 

то ОВ'^ ОС; слѣдов. ОС есть кратчайшее 

разстояніе центра О отъ прямой АВ, кратчайшее же разстояніе 

точки отъ прямой есть перпендикуляръ (§ 23) 

Обратная теорема. Лишя АВ, иміѵющая общую точку С е* 

окружностью и перпендикуллрнал къ радіусу ОС, есть каса¬ 

тельная. 

I) 
Черт. 124. 

ЛС^СВ. 
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Доказ. Соединпвъ какую-нибудь точиу В прямой ЛВ сг цен¬ 

тромъ, находимъ, что 01), какъ наклонная, больше пернендику- 

ляра ОС, т.-е. больше радіуса, и потому всѣ точка прямой АВ^ 

за исключеніемъ точки С, лежатъ внѣ круга, а это значитъ, чте 

линія АВ есть касательная. 

§ 86. Теорема. Душ, содержащіяся между параллельными хор¬ 

дами, равны. 

Доказ. Положимъ, во-первыхъ, что хорды АВ е СВ (черт. 

126), лежащія по одной сторонѣ центра, парал¬ 

лельны между собою; требуется доказать, что 

дуга >4С==дугѣ ВВ. 

Проведемъ радіусъ 0N перпендикулярно кь 

хордѣ СО; ио параллельности хордъ линія 0N 

будетъ перпендикулярна и къ хордѣ АВ\ слѣдов. 

и СВ~^В (§ 84); вычтя почленно 

изъ перваго равенства равенство второе, найдемъ АС—ВВ. 

Положимъ, во-вторыхъ, что хорды АВ и СіОі, лежащія по 

разнымъ сторонамъ центра, параллельны между собою; требуется 

доказать, что АСі^В^В. 

Продолжимъ радіусъ ОіѴ до пересѣченія съ дугой С^В^., ио § 84 

находимъ СііѴі==ІѴ^іІ)і; АВ^ВВ'., но такъ какъ полуокружиості 

ВА^^ и МіѴі равны, то АСі=ВВ^. 

§ 87. Теорема. Касательная, параллельная хордіь, дгьлитъ вь 

точкѣ прикосновенія дугу, стягиваемую хордою, умполамъ. 

N. 

N 
Черт. 126. 

Положимъ (черт. 127), что касательная 

СВ параллельна хордѣ АВ\ требуется дока¬ 

зать, что АЕ=ЕВ. 

Доказ. Соединивъ центръ О съ точкою 

прикосновенія Д находимъ, что радіусъ ОЕ 

перпендикуляренъ къ касательной СВ (§ 85); 

вслѣдствіе же параллельности линій АВ и 

СВ радіусъ ОЕ перпендикуляренъ и .иъ 

АЕ=^ЕВ (§ 84). 

хордѣ АВ\ слѣдов. 
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Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что точки касанія двухъ па¬ 

раллельныхъ касательныхъ СВ я ВЫ дѣлятъ окружность на двѣ 

равныя части. 

Измѣреніе угловъ. 

^ 88. У^голъ ^ОБ(черт. 128), котораго 

вершина находится въ центрѣ круга, назы¬ 

вается ценпіралъпымъ угломъ или угломъ 

при центргь; уголъ СВЕ^ котораго вершина 

находится на окружности, — угломъ при 

окружности или вписаннымъ угломъ, а 

уголъ ВЛШ, котораго стороны касательны 

къ окружности,—описаннымъ угломъ. 

Дуга СВВЛЕ^ вмѣщающая въ себѣ вписанный уголъ СВЕ^ на- 

аывается дугою, в.чтцатцею уголъ СВЕ. 

§ 89. Теорема. Равнымъ центральнымъ угламъ соотвѣтствуютъ 

и равныя дуги. 

Положимъ (черт. 129), что ^ ЛОВ = 

^СОВ\ требуется доказать, что дуга АВ~ 

=дугѣ СВ. 

Донаэ. Провода хорды ЛВ в СВ, алмѣ- 

тимъ, что иъ треугольникахъ ЛОВ и СОВ 

углы ЛОВ и СОВ по положенію равны, 

стороны же, заключающія эти углы, какъ 

радіусы, также раины; слѣд. эти треугольники равны (§ 15), и по¬ 

тому ЛВ=^СВ\ равныя же хорды стягиваютъ равныя дуги (§ 80); 

слѣдов. дуга .ііВ=дугѣ СВ. 

Черт. 129. 

Обратная теорема. Равнымъ дугамъ соотвѣтствуютъ равные 

центральные углы. 

Положимъ (черт, 129), что дуга .і4В=дугѣ СВ\ требуется дока- 

иать, что Д^АОВ=^Д_СОВ. 
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Доказ. Изъ равепсгва дугъ АВ и Сі) слѣдуетъ (§ 80) 

равенство хордъ ЛВ и СВ\ слѣдов. треугольники АОВ и СОВ, 

имѣющіе три соотн^.т('тв(*1шо равныя стороны, равны (§ 18), и 

/^АОВ^^СОВ. 

Изъ сказаннаго въ этомъ § слѣдуетъ, ято ра взаимно пер¬ 

пендикулярныхъ діаметра АВ и СВ (черт. 130), с 

образуя при центрѣ четыре прямыхъ угла, раз¬ 

дѣлять окружность на четыре равныя части 

АС, СВ, ВВ и АВ. Каждая изъ этихъ 

частей называется четвертью окружности или 

квадрантомъ. 
Черт. 130. 

§ 90. Теорема. Центральные углы, относятся между собою, какъ 

соотвѣтствующія имъ дуги. 

Пусть будутъ АОВ и СОВ (черт. 131) 

ра центральныхъ угла; требуется доказать, 

что 

^АОВ _ дуг. АВ 

/^СбВ~ лут. СВ 
в 

Доказ. Разсмотримъ два случаи ^ерт. 131. 

1-й случай, когда дуги АВ и СВ соизмѣримы. Положимъ, 

что общая иѣра содержится т разъ въ АВ и п разъ въ СВ, 

талъ что вообразимъ радіусы чрезъ всѣ точка 

дѣленія дугъ АВ и СВ, то углы АОВ и СОВ раздѣлятся 

соотвѣтственно на тип равныхъ частей (§ 89), такъ что 

АОВ 

СОВ 

т. 

п 
слѣд.: 

АОВ ^АВ 

СОВ СВ 
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2-й случай, когда дуги АВ и СВ (черт. 132) несоизмѣримы 

Отложимъ на дугѣ АВ часть ЛЕ=СВ, 

соединимъ точки Е и О, такъ что /_АОЕ — 

СОВ (§ 89), и докажемъ, что отношеніе 

АВ 
—т^ не можетъ быть ни больше ни меньше 
АЕ 

. ЛОВ 
отношенія -ттт^-т- 

ЛОѢ 

Пусть Вмѣсто АЕ иозьмемъ большую дугу Ах^ такъ 

, АВ ЛОВ п ^ 
чтобы Раздѣлмвъ дугу АВ на такія равныя части, 

Ах ЛОЕ 

чтобы каждая изъ нихъ была меньше Ех, найденъ по крайней 

мѣрѣ одну изъ точекъ дѣленія между Е а х. Пусть будетъ Е та¬ 

кая точка; тогда дуги ЛВ и АЕ соизмѣримы, и если соединимъ 

точки Ей О, то подучимъ по доказанному 

ЛВ ^лов 

АЕ АОе' 

Если эту пропорцію почленно раздѣлимъ на допущенную нами 

пропорцію: 

ЛВ _АОВ 

Ах АОЕ 

и сократимъ равные члены, то найдемъ: 

Ах АОЕ 

~ЛЁ ~АбѴ 

Аіх 
Но эта пропорція не вѣрна, потому что отношеніе больше, 

. ЛОЕ „ 
а отношеніе -гтгпг меньше едмнпцы. Изъ этого заключаемъ, что 

АОЕ 

АВ^ ЛОВ 
допущеніе ~АдЕ невѣрному слѣдствію, и по¬ 

тому не можетъ быть справедливо. 

ІВ АО В 
Такимъ же обрааомъ можно доказать, что допущеніе 
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приводитъ къ подобвому же несообразвому слѣдстшію—стопігъ толь 

ко вмѣсто АЕ взять меньшую дугу Ау и повторить аргдыдущіл 

разсужденія. Итакъ, въ случаѣ несоизмѣримости, равно как-ь и въ 

случаѣ соизмѣримости, имѣемъ: 

40.6 _АВ 
АОЕ ~ АЕ' 

§ 91. На предложевім предыдущаго § осповывается измѣрепіс 

угловъ дугами. 

Всякую окружность мы воображаемъ раздѣленною ва 360 рав 

ныхъ частей, называемыхъ градусами, каждый градусъ на 60 ча¬ 

стей, называемыхъ минутами, а каждую минуту на 60 частей, на¬ 

зываемыхъ секундами *). Такимъ образомъ всякая окружность содер¬ 

житъ 360 градусовъ, или 360.60=21600 минутъ, или 21600.60= 

1296000 секундъ; половнна окружности —180 градусовъ, или 

180.60=10800 минутъ, или 10800.60=648000 секундъ; четверть 

окружности или квадрантъ—90 градусовъ, или 90.60=5400 ми¬ 

нутъ, или 5400.60=324000 секундъ. 

Градусъ обозначается знакомъ минута знакомъ ', а секувда 

апакомъ такъ, напр., 57°17'44",8 означаетъ дугу круга, содер¬ 

жащую 57 градусовъ, 17 минутъ и 44,8 секундъ 

Если вообразимъ радіусы ко всѣмъ 360 точкамъ, которыл дѣ¬ 

лятъ окружность на град^'сы, то около центра образуетсл 360 рав¬ 

ныхъ угловъ, называемыхъ углоеыми градусами; каждый угловоі 

*) Во Франціи употреблаетсл иногда дѣленіе окружвоетя на 400 равнвх-н 

частей, назнваенихъ граданн; градъ дѣлнтсл на 100 кинутъ, а минута на 

100 сеаундъ. 

**') Дѣленіе оБружностн на 360 равныхъ частей принадлежитъ весьма древ* 

нему времени; но раздѣленіе градуса на 60 минутъ, а минуты ва 60 сеаундъ 

мы встрѣчаемъ въ первый разъ только у греческихъ астрономовъ. Чшелі) 360, 

раввое 2.2 2.3.3.5, вредставляетъ, вслѣдствіе большого числа своихъ дѣлателей, 

иного удобствъ въ практическомъ отношеніи; оно дѣлится нацѣло на 22 цѣлыхъ 

числа. 
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градусъ дѣлится на 60 равныхъ частей, называемыхъ углоешт 

минутами, каждая же угловая минута на 60 частей, называемыхъ 

угловыми секундами. 

Очевидно, что каждый прямой угодъ содержитъ 90 угловыхъ 

градусовъ, и такъ какъ прямой уголъ имѣетъ постоянную величину, 

то и угловой градусъ есть постоянная величина. Въ этомъ заклю¬ 

чается существенное различіе ^тлового градуса отъ дугового; дуговой 

градусъ зависитъ отъ величины самой окружности, т.-е. отъ радіуса 

ея, между тѣмъ какъ угловой градусъ имѣетъ опредѣленную вели¬ 

чину. Вслѣдствіе этого, величину углового градуса принимаютъ за 

еданнцу при измѣреніи угловъ. 

г. 
М р 

\ 

Черт. 133. 

Пусть будетъ ЬМ (черт. 133) градусъ 

дуги, т.-е. ЗСО-я часть окружности, н ^ОМ 

угловой градусъ. Если положимъ, что дуга 

АВ содержитъ означая чрезъ ш какое- 

нибудь число цѣлое иди дробное, то АВ == 

т. Ш. Но по § 90 
ЮМ 

АВ __ 

к такъ какъ уголъ ЬОМ принимается за единицу, то АОВ=т. 

5x0 значитъ, что всякій центральный уголъ содерэюитъ столько 

угловыхъ едипицъ, сколько соотвѣтствующая ему дуга содержитъ 

дуговыхъ единицъ. Это предложеніе выражается и такъ: централь¬ 

ный уголъ измѣряется соогпѳѣтст венною дугою, или уголъ равенъ 

своей дугѣ. Употребляя то или другое выраженіе, нужно помнить, 

что ими высказывается только то, что отвлеченныя числа, выра¬ 

жающія отношенія центральнаго угла къ его единицѣ и соотвѣт¬ 

ственной дуги въ ея единицѣ, равны между собою. 

Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что прямой уголъ измѣряется четвертью 

окружпости 
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§ 02, Для измѣренія угловъ, начертанныхъ на бумагѣ, упо¬ 

требляется снарядъ (черт. 134), на 

зываемый транспортиромъ, пред¬ 

ставляющій полукруіъ, раздѣлен¬ 

ный на градусы; дѣленія нумеро¬ 

ваны какъ по направленію АМВ^ 

такъ и по направленію ВМА. Для ві 

измѣренія какого-нибудь угла^ОЖ 

накладываютъ на него транспортиръ такъ, чтобы центръ его О со¬ 

впалъ съ верпшноіо, а діаметръ АВ съ одной изъ сторонъ угла. 

Отмѣтивъ затѣмъ точку 3/, въ которой другая сторона угла пере¬ 

сѣкаетъ транспортиръ, отсчитываютъ число градусовъ между точ¬ 

ками ^ и Ж. 

Для измѣренія угловъ на поверхности земли употребляетсл при¬ 

боръ (черт. 135), называемый астролябіей. 

Она состоитъ изъ круга АВСВ., раздѣленнаго 

на градусы, который устанавливается въ го¬ 

ризонтальномъ положеніи на трехъ ножкахъ ^ 

В, М л N. Каждый изъ концовъ діаметра 

СВ снабженъ пластинкою съ продольнымъ 

прорѣзомъ, въ которомъ натянута тонкая 

нить. Къ цетру круга прикрѣплена линей¬ 

ка ВА^ свободно вращающаяся по кругу 

около его центра н также снабженная на кон¬ 

цахъ пластинками, въ продольныхъ прорѣзахъ которыхъ натянуты 

нити; эта линейка называется алидадою •). 

Чтобы измѣрить съ помощью астролябіи какой-нибудь уголъ, 

устанавливаютъ астролябію такъ, чтобы центръ круга совпалъ съ 

вершиною угла и діаметръ СВ съ одной мзъ сторонъ его; совпаде¬ 

ніе діаметра СВ со стороною угла производится тѣмъ, что кругъ 

') І1& кругѣ обыкновевво помѣщается еще кровѣ того буссоль. 
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устававливается такпыъ образомъ, чтобы нити, натянутыя въ точ¬ 

кахъ С и і), и какая-нибудь точка разсматряваемой стороны были 

видимы по одной прямой линіи; напранивъ затѣмъ алидаду АВ по 

другой сторопѣ угла, отсчитываютъ по кругу число градусовъ между 

точками А ж С. 

§ 93. Теорема. Всякій вписанный уголъ равенъ половинѣ цен¬ 

тральнаго ума, опираюгцагосл на ту же 

дугу. 

При доказательствѣ этой теоремы различа¬ 

емъ три случая. 

1-й случай. Положимъ, что вписаниый 

уголъ АВС (черт. 136) составленъ изъ діа¬ 

метра АВ и хорды ВС\ требуется доказать, что 

Доказ. По § 40 слѣдств. 1 имѣемъ; АОС—ОВС-\-ОСВ\ но 

такъ какъ въ треугольникѣ ОВС стороны ОВ и ОС, какъ ра¬ 

діусы, равны, то ООВ=ОВС (§ 20); слѣдов. ^0С=^20БС, 

АОС 

2 
или АВС='^- 

2-й случай. Положимъ, что вписанный уголъ ЛВС (черт. 137) 

составленъ изъ двухъ хордъ АВ и Б С, между 

которыми находится центръ; требуется дока¬ 

зать, что 
АОС 

Доказ. Проведя діаметръ БОБ, находимъ по 

АОВ'-^^ СОВ, 
предыдущему: ЛВВ = —^® *'—2—' 

складывая почленно 

АОВ-^СОВ 
или АВС 

эти равенства, находимъ ЛВВ СВВ = 

АОС 
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3-й случай. Положимъ, что вписанный уголъ АВС (черт. 138) 

составленъ изъ двухъ хордъ АВ и Б С, 

между которыми не < сдержится центръ О; 

требуется доказать, что 

А11С= 

Доказ. Проведя діалетръ І)ОВ, нахо¬ 

дилъ по предыдущему: ВВС=^^~^ и ВВА 

ВЫЧТЯ почленно второе равенство изъ перваго, находимъ: 

П7?^ пт?, вое—ВОЛ ЛОС ВВС—ВВА—-^-или АВС = —і -• 

Итакъ при всѣхъ возможныхъ положеніяхъ вписаішый уголъ 

равенъ половинѣ центральнаго угла, опирающагося на ту же дугу. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1) Всякій вписанный уголъ измѣряется половиной дуги, заклю¬ 

чающейся между его сторонами. 

2) Вписанные углы, опирающіеса на одну и ту же дугу, раЬны 

между собою. 

3) Вписанный уголъ, опирающійся на діаметръ, будетъ прямой, 

потому что измѣряется половиною полуокружности, т.-е. четвертью 

окружности. 

§ 94. Теорема. Уголъ, составленный касательной и хордою, 

измѣряется половиной дуги, заключаюгцейся между этими линіями. 

Положимъ, что уголъ вев (черт. 139) 

составленъ изъ касательной АСВ и хорды 

СВ, требуется доказать, что уголъ ВСВ 

измѣряется половиной дуги ВВС. 

Доказ. Проведя хорду ВЕ параллельно 

касательной АВ, замѣтимъ, что уголъ ВСВ 

равенъ углу ЕВС (§ 35), а дуга ВС равна дугѣ С 

к. Давяіоі.»- Гвонвгрш. 



- 98 — 

т> 
в 

Черт. 139. 

§ 95. Теорема. 

круга, измпряется 

но уголъ ЕВС измѣряется половиной дуги ЕС^ или половиной 

дуги І)С\ слѣдов. и уголъ ВСВ измѣряетси 

половиной дут ВС. 

Очевидно, что уголъ АСВ, составленный 

хордою СВ и касательной СА., равняясь суммѣ 

угловъ АСЕ и ЕСВ, измѣряется полусуммою 

дугъ СЕ и ЕОВ, т.-е. половиной дуги 

СЕОВ., заключающейся между его сторонами. 

Уголъ, котораго вышина находится внутри 

полусуммою дугъ, закл/ючсиощихея между его 

сторонами и ихъ продолженіями. 

Положимъ, что АСВ (черт. 140) есть 

уголъ, котораго вершина находится внутри 

круга, а СЕ и СВ суть продолженія сто¬ 

ронъ его; требуется доказать, что мѣра угла 

л АВА-ВЕ 
АСВ есть -^- 

Черт. 140. 
Доказ. Соединивъ точки и і), нахо¬ 

димъ: /_АСВ = ^АВС-{-^ВАС (§ 40, слѣд. 1). Но уголъ 

АВВ измѣряется половиной дуги АВ 0 93, слѣдств. 1), а уголъ 

І)ДУ?—половиной дут ВЕ\ слѣд. уголъ АСВ измѣряется полусум¬ 

мою дугъ АВ и ВЕ. 

§ 96. Теорема. Уголъ, котораго вершина находится внѣ круга, 

измѣряется гюлуразностью дугъ, заключающихся меэкіду его сто- 

ц с Ронами. 

Положимъ, что вершина угла АСВ 

(черт. 141) находится внѣ круга; тре¬ 

буется доказать, что мѣра угла АСВ есть 

АВ-ВЕ 

2 

Доказ. Соединивъ точки Д и .Е, находимъ: АСВ=АЕВ—САЕ 

(§ 40, слѣд. 1); но уголъ АЕВ измѣряется половиной дуги АВ, 

а уголъ СДЕ—половиной дуги ВЕ (§■ 93, слѣд. 1); слѣд. уголъ 

АСВ измѣряется полуразностью дугъ АВ и 1>Е. 
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§ 97. Теорема. Описанный уюлъ измѣряется пмуратошш 

заключающихся ме.тіу его сторонами. 

Полоаіимъ, что линіи СЛ и СВ (черт. 

142) суть касательныя къ кругу; требует¬ 

ся доказать, что мѣра угла ЛСВ есть 

АЕВ—АВВ 
2 

Доказ. Соединивъ точки А т В^ находимъ: 

д^АСВ = ^ЛВВ—/^САВ\ но угодъ 

АВВ измѣряется половиной дуги АЕВ, а 

■уголъ САВ половиной дуги АІ)В\ слѣдов. 

■уголъ АСВ измѣряется полуразностью дугъ Черт. 142. 

ЛЕВ и ЛЕВ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что описанные углы, содержащіе 

іравиыя дуги, равны между собою. 

Пропорціональныя линіи вть кругѣ. 

§ 98. Теорема. Перпендикуляръ, опущенный изъ какой-нибудь 

точки окружности на діаметръ, есть средклл пропорціональная 

меокду отрѣзками діаметра, а хорда, проведенная отъ той же 

точки къ концу діаметра, есть средняя пропорціональная между 

■діаметромъ и прилежащимъ отрѣзкомъ. 

Пустъ будетъ АВ (черт. 143) діаметръ, 

СВ перпендикуляръ, опущенный на него 

«зъ какой ■ нибудь точки окружности; тре- 

«дуется доказать, что 

АВ^АС 
ВС ВВ' АС^АВ' 

Доказ. Соединивъ точки С л В к замѣтивъ, что ^ АСВ есть 

арямой уголъ (§ УЗ, слѣдств. 3), находимъ (§ 56) 

АВ _ АС 

ВС~ вв' АС~ АВ' 

Черт. 143. 
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лнтѵя на части обратно проп.орцгональным. 

Положимъ, что хорды ЛЕ и ЕВ (черт. 144) 

пересѣкаются въ точкѣ С\ требуется доказать, 

АС СЬ 

вс ~ се' 
Доказ. Проведя хорды АІ> и ВЕ^ замѣтимъ, 

что треугольники АВС и подобны, по¬ 

тому что /_ВАС = ^СВЕ и /_АІ^С ~ 

,Д.СЕВ (§ 93, слѣдств, 2). Пзъ подобія же треугольниковъ слѣдуетъ 

ЛС _ СВ 

ВС СЕ ■ 

Составивъ произведеніе среднихъ и крайнихъ членовъ, находимъ 

АС. СЕ^ВС. СВ. 

Черт. 144. 

Очевидно, что всякая другая хорда ІІІ/, проходящая чрезъ точку С\ 

дѣлится на два отрѣзка ЕС и СМ, которыхъ произведеніе ЕС.СМ 

также равняется произведенію АС. СЕ. Это значитъ, что всѣ хорды, 

проходящія чрезъ одну и ту же внутреннюю точку, дѣлятся въ этой 

точкѣ такъ, что произведеніе отрѣзковъ каждой хорды есть вели¬ 

чина постоянная. 

^ 100. Теорема. Двѣ сѣкущія, приведенныя отъ точки, лежащей 

внѣ окружности, обратно пропорціональны своимъ внѣшнимъ 

частямъ. 

Положимъ, что изъ точки с проведены сѣкущія СА и СВ (черт. 

1.^ , АС СЕ 
145/, требуется доказать, что ^^рЕ^^^СВ' 

Доказ. Проведя хорды ЛЕ и ВВ, за¬ 

мѣтимъ, что треугольники АСЕ а ВСВ по¬ 

добны, потому что имѣютъ общій уголъ С, и 

кромѣ того (§ 93, слѣдств. 2) Д_ВАЕ=^ 

Е^ВВЕ. Изъ подобія треугольниковъ слѣдуетъ 

АС СЕ Черт. 145. 
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Составивъ произведеніе среднихъ н іграйнйхъ членовъ, находпзгь 

АС. СО^ВО. СК 

Очевидно, что всякая другая сѣкущая СЖ, проведенная отъ той 

яе точки (7, дастъ также МС. СЬ = АС. СВ. Это значить, что 

всѣ сѣкущія, проходящія чрезъ одну и ту же внѣшнюю точку, дѣ¬ 

лятся окружностью такъ, что произведеніе каждой сѣкущей на внѣш¬ 

нюю ея часть есть величина постоянная. 

§ 101. Теорема. Касательная есть (^еднля пропорціональная 

между всею сѣкущею и внѣшнею ея частью. ^ 

Положимъ, что изъ точки С (черт. 146) про¬ 

ведены касательная СМ и сѣкущая СЛ\ тре- 

СМ 

ВС ' 
оуется доказать, что 

Доказ. Проведя хорды ЛМ и БЖ, замѣтимъ, 

что треугольники АСЫ и ВСМ имѣютъ общій 

уголъ С, и что углы Вам и ВМС., ннѣющіе 

вм 
одну н ту же мѣру равны (§ 94); слѣдов. эти треугольники 

Черт. 146. 

подобны, и потому 

АС _ СМ 

СМ СВ ■ 

Составивъ произведеніе крайнихъ и среднихъ членовъ, находимъ 

АС. СВ=СМ^. Изъ этого слѣдуетъ, что всѣ сѣкущія, проходящія 

чрезъ одну и ту же внѣшнюю точку, дѣлятся окружностью такъ, 

что произведеніе каждой сѣкущей на внѣшшою ея часть равняется 

квадрату касательной, проведенной изъ той же точки. 

§ 102. Задача. Раздѣлить линію въ крайнемъ и <^еднемъ 

отношеніи. 

Рѣшеніе. Раздѣлить линію иъ крайнемъ и средпемъ отношеніи 

значитъ раздѣлить ее иа такія двѣ части, чтобы большая частъ была 
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среднею пропорціональною между всею линіею 

Др и меиьшею частью *). 

Чтобы раздѣлить линію АВ (черт. 147) 

въ крайнемъ і среднемъ отношеніи, воЗ' 

ставлнсмъ въ точкѣ В перпендикуляръ 
Черт. 147. линіи АВ и, отложивъ на немъ часть 

опишемъ И8ъ точки о круть радіусомъ равнымъ ОВ. 

Соединивъ затѣмъ центръ круга съ точкою «4, отложимъ на лнні» 

АВ часть АС—АЕ\ тогда линія АВ раздѣлится въ точкѣ С 

въ крайнемъ и среднемъ отношеніи. Въ самомъ дѣлѣ, по преды¬ 

дущему 
АВ _ АВ 

АВ АВ 
и отсюда находимъ: 

АВ — АВ 

АВ 

АВ — АЕ 

и Но такъ какъ -<10 — АВ = АЕ=АС и АВ — 

АЕ=ВО, то 
АС _ СВ 

АВ АС 

Если же переставить крайніе и средніе члены, то 

АВ _ АС 

АС ~ СВ‘ 

Вписанные и описанные многоугольники. 

§ 103. Многоугольникъ 

Черт. 148. Черт. 149. 

называетсн вписаннымъ въ кругъ, когда 

всѣ углы его суть углы вписан¬ 

ные (§ 88) (черт. 148), и оим- 

саннымъ около круга, когда всѣ 

углы его суть углы описанные (§ 88) 

(черт. 149). 

Круть, въ которомъ вписанъ ино- 

*) Раздѣіеяіе іиніе на двѣ части, изъ которыхъ бодьшал часть есть средняя 
пропорціональнаа между всею іиніею и меньшею частью, названо Эвехедомъ: 

дѣаевіе въ крайнемъ в среднемъ отношеніи. Это дѣіеяіе на- 

внвается также зесііо біѵіпа, и иногда зесііо аагеа; поводомъ къ первому на¬ 

званію посаужиаа, вѣроятно, замѣчательная книга монаха Ьиса РасіоИ подъ 
заглавіемъ; Оіѵіпа ргорогйопе... (1509) 
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гоугольншгь, называется описаннымъ кругомъ (черт. 148), а кругъ, 

ОКОЮ котораго описанъ многоугов>никъ, — вписаннымъ кругомъ 

(черт. 149). 

Очевидно, что стороны описаннаго многоугольника суть касатель¬ 

ныя къ окружности. 

§ 104. Теорема. Около всякаго треугольника можно описать 

Доказ. Раздѣливъ двѣ стороны АВ ж ВС ^ 

(черт. 150) треугольника АЭС пополамъ, воз- // \ 

ставимъ въ срединѣ ихъ X я і/ перпендику- ) 

ляры я отъ точкя пересѣченія ихъ О про- 

ведемъ прямыя ОА, ОВ и ОС; прямоугольные 11--^ 

треугольники АОЬ и ВОЬ имѣютъ общій ка- Черт. 150. 

теть ОВ и по построенію АЬ~ВВ^ сдѣдов. они равны (§ 23), 

и потому АО=ОВ\ также прямоугольные треугольники ВОМ и 

СОЛ/, имѣющіе общій катетъ ОЛі и ВМ=МС^ равны, и по¬ 

тому ВО=ОС. Изъ этого слѣдуетъ, что окружность, описанная изъ 

точки о радіусомъ ОА, нройдетъ чрезъ всѣ три вершины треуголь- 

нпка АВС. 

Итакъ центръ круга, описаннаго около треугольника, находится въ 

точкѣ пересѣченія перпендикуляровъ, возставленныхъ въ срединѣ 

двухъ сторонъ его. 

Очевидно, что около треугольнпка можно описать только одну 

окружность, потому что центръ описанной окружности долженъ на¬ 

ходиться въ точкѣ пересѣченія перпендикуляровъ ВО и МО. 

Соедвнивъ точку О (черт. 150) съ срединою В стороиы АС, на¬ 

ходимъ, что треугольники АОЛГ и СОЛГ, имѣющіе общую сторону 

ОІѴ, кромѣ того АІ^=І^С, и по доказанному АО=ОС, равны 

(§ 18); слѣдов. /^АІ^О=/^СЛ^О, т.-е. линія 0N перпендикулярна 

къ АС. Изъ этого слѣдуетъ, что перпендикуляръ, возставленный въ 

срединѣ стороны АС, проходитъ чрезъ точку 0\ слѣдов. вел три 
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перпендикуляра, возетавленые изъ срединъ трехъ сторонъ треуголь¬ 

ника, сходятся въ одной точкѣ. 

Положимъ, что О есть центръ круга, опв- 

саннаго около треугольника АВС (черт. 151); 

проведемъ діаметръ ВВ и линію ЕЕ перпенди¬ 

кулярно къ сторонѣ АС, наконецъ соединимъ 

точки і) и С. Уголъ БСВ, опирающійся на 

діаметръ ВВ, есть прямой; кромѣ того, углы 
\) 

Черт. 151. 

БАЕ а ВВС., опирающіеся на одпу и ту же дугу ВС, равны 

(§ 93, слѣдств. 2), слѣдов. прямоугольные треугольники АВЕ 

и ВВС подобны, и потому = Означимъ радіусъ опи¬ 

саннаго круга Чрезъ В., такъ что ВВ = 2і?, и положимъ ВС = а, 

АБ = с, наконецъ пусть будетъ высота ВЕ треугольника Н, 

с й 
тогда предыдущаи пропорція принимаетъ видъ: отсюда 

-г, “ѵ 
= т.-е. радіусъ круга, описаннаго около треугольника, ра¬ 

венъ произведенію двухъ сторонъ треугольника, дѣленному на двой¬ 

ную высоту его. 

§ 105. Теорема. Во всякій треугольникъ можно вписать кругъ. 

Доказ. Раздѣливъ ра угла А ті Б треугольника АБС (черт. 

152) линіями АО и ВО пополамъ, опускаемъ 

изъ точки ихъ пересѣчеція О перпендикуля¬ 

ры ОБ, ОЗТ и 0N на стороны треугольик- 

ка. Прямоугольные треугольники АОN и 

АОЕ имѣютъ общую гипотенузу и по по¬ 

строенію слѣдов. оня равны 

(§24), и потому 0N=0^. Также прямо¬ 

угольные треугольники ОБВ н МОВ, имѣю¬ 

щіе общую гипотенузу ОВ и /^БВО^^МВО, равны, н потому 
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1.0= ОМ. Изъ этого слѣдуетъ, что окружность, описанная изъ 

точки о радіусомъ ІО, будетъ касаться всѣхъ трехъ сторонъ тре¬ 

угольника. 

Итакъ центръ круга, вписаннаго въ треугольникъ, находится 

въ точкѣ пересѣченія линій, дѣлящихъ два угла треугольника 

пополамъ. 

Если соединимъ точку О съ третьего вершиною С, то прямоуголь¬ 

ные треугольники N00 н З/ОС, имѣющіе общую гипотенузу 

ОС н, по доказанному, ОіѴ=ОЛ/, будутъ равны (§ 25); слѣдов. 

^NСО=^МСО. Изъ этого слѣдуетъ, что линія, дѣлящая тре¬ 

тій уголъ треугольника пополамъ, проходитъ чрезъ точку О, такъ 

что ваь трч лнгіги, дгьдішгія три угла гпреуъольника погюламъ, 

сходятся въ оОяой іпочкіь. 

§ 106. Теорема. Во всяко.мъ вписанномъ четыреуюльникѣ сумма 

противогюложныхъ ею угловъ равна двумъ прямымъ. 

Положимъ, что АВСВ (черт. 153) есть впи¬ 

санный четыреугольникъ; требуется доказать, что 

^ВАВ^^І)СВ=Ы. 

Доказ. Такъ какъ уголъ ВАВ измѣряется 

половиной дуги ВОВ (§ 93, слѣдствіе 1), а 

уголъ ВСВ—половиной дуги ВАВ,, то сумма 

угловъ ВАВ и ВСВ измѣряется полусуммою 

дугъ ВСВ и ВАВ., т.-е. полуокружностью, а полуокружность есть 

мѣра двухъ прямыхъ угловъ. 

Обратная теорема. Около всякаго четыреуюльника АВСВ (черт. 

153), въ которомъ сумма противоположныхъ угловъ равна двумъ 

прямымъ угламъ, можно описать ог^уоюность. 

Доказ. Положимъ, что ^ВАВ~\-^ВСВ=2^. Проведемъ оируж- 

иость чрезъ трн точки В., А п В\ эта окружность пройдетъ не¬ 

обходимо н чрезъ точку С, потому что если бы точка С лежала 

внутри этого круга, то сумма угловъ .4 и С была бы болѣе 2^, 

что противно положенію; если же точка С лежала бы внѣ крута. 
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ро сумма угловъ А я С была бы менѣе 2с?, что также противно 

водоженію. 

Иэъ этого предложенія слѣдуетъ, что около всякаго прямоуголъ' 

няка можно описать кругъ. 

§ 107. Теорема. Во всякомъ вписанномъ четыреугольникѣ произве¬ 

деніе діаюналей равно суммѣ произведеній противоположныхъ 

апоропъ. 

А 

Черт. Т54. 

треугольники АВЕ 

^АВЕ^^ПВе 

Положимъ, что АВев (черт. 154) есть 

вписанный четыреугольннкъ; требуется дока¬ 

зать, что *) 

вв. АС=АВ. вс+Ав. ва 

Доказ, Отложимъ ^АВЕ=^ВВС^ тогда 

и ВВС подобны, потому что имѣютъ 

по построенію, и ^ВАЕ~^ВВС^ валъ 

углы, опирающіеся на одну н ту же дугу ВС\ слѣд. 
ВВ _ВС 

АВ~ЛЕ' 

или 
вв. АЕ=АВ. ВС. 

Далѣе, если къ равнымъ угламъ АВЕ и ВВС прибавимъ по 

углу ЕВВ^ то получимъ равные углы АВВ и ЕВС^ а какъ 

углы ВСА и ВВА опираются на одну и ту же дугу АВ, то 

они равны, и потому треугольники ЕВ С н АВВ подобны; слѣдов. 

ВВ _ АВ 

ВС ЕС 
или 

ВВ. ЕС^АВ. ВС. 

Сложивъ почленно полученныя ра уравненія, находимъ 

ВВ {АЕ^ЕС)^ЛВ.ВС-\~ЛВ .ВО 

и танъ какъ АЕ-\-ЕС=АС.^ то 

ВВ . АО==АВ . ВС-\-АВ . ВС. 

•1 Этв замѣчательное предложеніе называется Птодомеевою теоремою, 

потому что оно встрѣчается въ первый разъ въ сочнненін Птоломея (во вто¬ 

ромъ столѣтіи по Р. X.), извѣстномъ въ наукѣ подъ заглавіемъ Альмагестъ 
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§ 108. Теорема. Во «сякомъ «писанномъ чептреуюльникѣ діагонали 
относятся какъ суммы произведеній сто¬ 
ронъ, сходящихся въ концахъ діагоналей. 

Пусть будеп. ЛН(Ч) (черт. 155) вписан¬ 
ный четыреѵпілі.іііікъ; требуется доказать, 

^ _ВС.СВ±ЛВ.^В 
В1)~- ли . В'С+АП. СВ 

Докоз. Отложимъ дугу <7Д=дугѣ АВ и, 
проведя ЛИВІИ ВіА, ВіВ и ВіС, соста¬ 

вимъ четыреугольниеъ АВСВі, въ кото¬ 
ромъ (§ 107) 

АО. ВВі^ВС . АВі-\~АВ . СВх. 

Но СІ)і=АВ и СВ—АВ\, какъ хорды, 
втягивающія равныя дуги; сіѣдов. 

АС. ВВу^ВС . СВ+АВ.АВ. 

Далѣе, отложивъ дугу БСі=дугѣ СВ, проведемъ линіи СіВ. С^В и С^А: 

тогда изъ четыре угольника АВС^В слѣдуетъ 

ВВ . СіА=АВ . С^В+АВ . СіВ. 

Но С^В=СВ, СіА ея ВВі, потону что по построенію дуга АВСі = д^тѢ 
ВАВ\ и БС=С,/>, какъ хорды, стягивающія равныя дуги; слѣдов. 

ВВ . ВВх^АВ . ВС-{-АВ . СВ. 

Раздѣливъ почленно первое уравненіе на второе, находимъ: 

АС ВС . СВ-^АВ . АВ 
ВВ~ 'АВ . ВСл-АВ . СВ' 

§ 109. Задача. По четыремъ оачны.нъ линіямъ а, Ь, с и сі «бстуюм»н» 

четыреугольпико, около котораго можно описать круіъ. 

Рѣшеніе. Положимъ, что а есть наибольшая изъ данныхъ лвгній, и пусть 
будетъ АВСВ (черт. 156) искомый четыре- 

угольникъ: АВ а, АВ==Ъ, ВС = с и 
ВС>=‘(і. Продолживъ стороны АВ и ВС до 
пересѣченія, замѣтимъ, что треугольники 
АВЕ ж ВСЕ подобны, потому что имѣютъ 
общій уголъ Е и кромѣ того равные углы 
ВСЕ и ВАВ, такъ какъ каждый изъ нихъ 
вмѣстѣ съ угломъ В СВ составляетъ 2сІ. 

Изъ подобія этнхъ треугольниковъ слѣдуетъ: 

ВЕ _ — __ 
~с~ ВЕ~ АЕ^Ь" 7“ СЖ~ В'Е~^ 
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Изъ двухъ пропорщй 

а^_ ВЕ а_ АЕ 
с ~ АЕ—Ъ ^ с ВЕ-^ 

находимъ 

а . АЕ—с . ВЕ=аЬ и а . ВЕ—с . АЕ=аЛ. 

Сложивъ почлевпо два уравненія, получаемъ 

(а—е), {АЕ-[-ВЕ)~аЬ-^асіу 
и отсюда 

‘ а—С 

Разность тѣхъ жѳ ураваешй даетъ (а -4* <?) • {■^Е — ВЕ) = а(Ь — (?) 

отсюда 

АЖ-ВЕ=?^^. 
а=с 

Изъ суммы и разности двухъ линій АЕ и ВЕ и находимъ 

лг — I ^ 
- 2{а^У 2(«+с) 

кр — а(6+'^ 0(5—(?), 
^ - 2(а-с) 2(й+с) 

Опредѣливши АЕ и ВЕ, построимъ треугольникъ изъ трехъ сторонъ 
4.Д АЕ и ВЕ, и отложимъ затѣмъ па сторонахъ ВЕ и АЕ части Л а Ь. 

Чтобы ностроить этоть треуголь¬ 
никъ, беремъ каноВ-пибудь уголъ 
2/0.11(46^1 157), отложимъ на сто¬ 
ронахъ его 0Ѳ=а] ѲЬ—ОГ^^—с; 
ОТ = 5; = ТМі = (і, а прове¬ 
демъ лииін ЬіМ и І.ЛІ1. Положимъ, 
что К есть средина 00. Проведя 
КВ II ЬМ ш КЗ I! ЬМі, имі емъ 

0.11 07/1 .... 

слѣдов. ОЯ = 

Далѣе, 
05 , 

І—слѣдов. 
Ъ—а аА-с 

ОК КІО 
- или =—ъ=—г.; 
ОВ Ь—л 

05=1^. 2 (а-^с) 
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Если же сдѣлаемъ 08і^08, то 

ч /* — I д(^—(^) 

* ‘ 2 (а—с) ' 2 (а-|-с) 

ом ^ а(5^ф а(Ъ— 

2 {а—с) 2(а-|-с) 

Описавъ иуь точки 5і радіусомъ ОѲ и изъ точки И радіусомъ Е8 дуги, 

соединимъ точку ихъ пересѣченія Р съ точкамн 5і н Е, тогда 5іРР бу- 
деть искомый треугольникъ. Наконецъ, если сдѣлаемъ 8іѴ~Ь и РІ7=Л, 
то 5,Р{77 будетъ нскоиый четыреугольвнкъ 

§ 110. Теорема. Во всякомъ описанномъ четыреуюльникѣ суммы про 
тивоіхоложнылъ сторонъ равны. 

Положимъ, что ЛВ СВ (черт'. 158) есть 
описанный четыреугольникъ; требуется 
доказать, что АВ ВС—ВС-{-АВ. 
Доказ. Соединимъ центръ О съ вер¬ 

шинами четыреугольника н опустимъ 
изъ центра перпендикуляры на стороны 
его. Прямоугольные треугольники ЬОВ 
и МОВу имѣющіе общую гипотенузу и 
по равному катету, равны; также и тре- 

угольникн МОС н N00, а т. д. Изъ 
равенства треугольниковъ слѣдуетъ: 

ЬВ’=ВМ, NС=МС; ХП=ВР и АЬ-=АР. 

Сложивъ почленно эти равенства, находнмъ: АВ-^СІ)=БС-}-АВ. 

Обратная теорема. Во всякгй четыреуголъникъ, въ которомъ суммы 
протнвополооісныхъ сторонъ равны, можно вписать і^угъ. 

Доказ. Положимъ, что АВСВ (черт. 158) есть четыреуголъникъ, въ ко¬ 
торомъ АВ-]~ СО ~ АО-]~ВС. Раздѣливъ два угла его .4 н Б пополамъ 
линіями АО и ВО, опустимъ изъ точки О иерпендикуляры на сгоронь: 

четыреугольника. Изъ равенства ирямоугольпнтъ треугольниковъ АОР 
в АОЬ, ШОВ и ВОВ находимъ ОР—ОЬ=ОМ н АВ=АР-^ВМу и такъ 
какъ но положенію АВ-\-ОС=АО-\-ВСу то 1>С—РО-\-МС. 

Если вообразимъ, что треугольникъ ОРО приложенъ къ треугольнику 
МО С такъ, чтобы сторона ОР совпала съ ОМ, а сторона РО была 
продолженіемъ стороны МС, то получимъ треугольникъ, котораго всѣ 
стороны соотвѣтственпо равны сторонамъД ОБС, и потому ОN=ОМ (§24 

слѣдств.). Изъ етого слѣдуетъ, что кругъ, описанный изъ точки О радіусомъ 
00, коснется всѣхъ четырехъ сторонъ четыреугояьника. 
Очевидно, что линіи О <7 и ОО дѣлятъ углы <7 и і) пополамъ, елѣдов, 

б'о четыреуюлшикѣ, въ которомъ суммы противоположныхъ сторонъ рав¬ 

ны, Линіи, дѣлящія еіо углы попоммъ, сходятся въ одной точкѣ. 
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§ 111. Продолжимъ стороны АВ н АС треугольника АВС (черт. 159) н 
раздѣлимъ нополамъ углы СВВі и ВСАі; нзъ тотея 
пересѣченія О линій, дѣлящихъ эти углы попо¬ 

ламъ, опускаемъ перпендикуляры ОВ, ОМ и ОN 
на стороны треугольника; тогда прямоугольные 
треугодьаикн ВОМ н ВОЬ^ имѣющіе общую га- 
потевузу ОВ и по равному осі^рому углу, равны 
между собою, также прямоугольные треугольника 
ЦОС и N00-, слѣдовательно ОЬ = ОМ = ОМ. 
ІІзъ этого слѣдуетъ, что если нзъ точки О опи¬ 
шемъ кругъ радіусомъ ОЬ, то этотъ кругъ кос¬ 

нется трехъ сторонъ В^В, ВС н САі, т.-ѳ. этотъ 
крутъ будетъ касательный къ сторонѣ ВС н къ 
продолженіямъ двухъ другихъ сторонъ треуголь¬ 
ника. Такой кругъ называется внгьшнимъ вписан¬ 

нымъ круюмъ. 

Очевидно, что всякій треугольникъ имѣетъ три внѣшнихъ вписанныхъ 
круга, соотвѣтствующихъ тремъ сторонамъ его. 

Соединивъ точки Л и О, замѣтимъ, что пряиоугольные треугольники 
АОМ и АОЬ, имѣющіе общую гипотенузу АО и равные катеты ОМ и ОВ, 
равны; слѣдов. /_ВАО=^/_САО, т.-е. линія АО дѣлитъ уголъ А пополамъ. 

Такъ какъ центръ внутренняго вписаннаго круга находится также на линіи 
АО, дѣлящей уголъ треугольника пополамъ (§ 105), то изъ сказаннаго 
«итЬдуетъ; цемтръ ѳнрпренняіо вписаннаго круга, центръ внѣшплго впи¬ 
саннаго круга и прогпивопо ложная вершина треугольника лежать на 
одной прямой линіи. 

§ 112. Задача. Опредѣлить разстояніе центра описаннаго около тре- 
уюлъника круга отъ центра вписаннаго въ него круга. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ (9і (чертежъ 160) 
центръ круга описаннаго около треугольни¬ 

ка АВС н В. его радіусъ, О центръ круга 
вписаннаго н г его радіусъ; требуется опре¬ 
дѣлять длину линін 0^0, которую означимъ 
чрезъ й. 

Соединивъ точки П н О, продолжимъ 
ЛИВІЮ ^0 до нересѣченід съ описанвнмъ 
кругомъ в соединимъ точки О, и П. Такъ 
какъ линія ВВ дѣлитъ уголъ АВО попо¬ 
ламъ, то АВ—ВС, и поіюму радіусъ ОхВ 
перпендикуляренъ къ сторонѣ АС. 

Доказавъ это, опустимъ изъ точки О перпендикуляръ па линію 0\В', 

находимъ (§ 66): 
сіі=ОхО^^ОхВ^^ОВі—%ОхВ . ВМ. 

П 

Терт. 160. 

Терт. 159. 
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Въ треугольникѣ ЛОВ уголъ АОВ = ^АВО -{-^ВАО-, кромѣ того 
/,ОАВ = ^ОАС-і-^СА и такъ какъ АО и ВО дѣлятъ углы А а В 
пополамъ, то /_ВАО~/_ОЛС и /^ЛВО=/,ВВС—/,САВ\ слѣдовательно 
^АОѴ=^ОАВ, и потому ОВ=АВ. Замѣтивъ притомъ, что 

01)'-=ЛІГ-^Е^ . ВЬ^ЧО^В . ВЬ, 
находимъ: 

. ВВ-20^В . Ви=0хІА—20^В . {ВМ—ВВ). 

Опустивъ изъ точки о перпендикуляръ иа сторону АС м замѣтивъ, 

что 
0^=г==ВМ—ВВ и 0,І)=Д 

находимъ; 
2ЙГ. 

§ 113. Задача. Опредѣлить разстолніе центра круга описаѵнаго около 
треуюлъника отъ центра внѣшнліо вписаннаго круга. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ 0| (черт. 161) центръ круга описаннаго около 
треугольника АВС, В его радіусъ, О центръ 
внѣшняго вписаннаго круга и р его радіусъ; 

требуется оцредѣлмть длину линіи О^О, ко* 
торую означимъ чрезъ <2. 

Соединмм:ъ точки В ы О, также точки 
В и Оі. Такъ какъ линія ВО дѣлитъ уголъ 
АВС пополамъ (§ 111), то АВ=^ВС, и 
потому радіусъ ОіВ перпендикуляренъ къ 
сторонѣ АС. 

Далѣе замѣтимъ, что въ треугольникѣ 
СВО уголъ СОВ=-^РСО—^СВО, кромѣ 
того ^ ВСО—^ОСА—/_ АСВ, н такъ 
какъ ВО и СО дѣлятъ углы В и РСЛ по¬ 
поламъ, то ^ РСО =/,ОСА н ^ВВО = 

^ВВА=/_АСВ-, слѣдовательно ^ СОВ=^ 

/,ВСО, и потому ВО=СВ 

Доказавъ это, опустимъ изъ точки О перпендикуляръ на продолженіе 
стороны 0,1), и находимъ изъ треугольника 0,01) (§ 67): 

аз^оо,*==о,д>*+оі)*-н2о,д). вм. 

Но ОВ=:СВ и СВ^ЧО^В , ВВ: слѣдов. 

й*= 0,1)54-2О,Л . ЬІ)4-20іІ), ВИ=ОіВН-^0іВ(ВВ-\-ВМ) 

Если изъ точки О опустимъ перпендикуляръ ОД на сторону АС и за¬ 

мѣтимъ, что ОК=д=ВВ-\-ВМ и ОіИ=і?, то находимъ: 

Ь 
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§ 114. Паскалевь шестиугольникъ. Если въ шеститольтгкѣ АВСВЕЕ 

^АОЕ 4-^ СТА измеряется дугою 

есть мѣра угла'ВЯі^; елѣдов,: 

(черт. 162), еписанномъ въ хру- 

»л, проОолжить попарно двѣ 
стороны, раздгь.гснныя однимъ 
угломъ, а именно: стороны АЕ 
и СВ, РЕ и ВС, ЕВ и АВ, 
то три точки пересѣченія I, 
Н и О лежатъ на одной пря¬ 

мой линіи *). 

Доказ- По § 96 уголъ АСЕ 
измѣряется дугою. 

АВ^+РЕ-ВС^-СВ 
о ’ 

а угодъ СТА измѣряется дугою 
СВА-АВ-ВІ^ЕВ' 
-!-^-; елѣдов. 

Е4-АВ—СВ-ВЕ 
—--^-, а эта дуга 

^ВИР^^АОЕА-/. СТА. 

Проведя изъ точки Л липію ЛЬ\\ІС, линію ЛМ]\ СЕ и соединивъ 
точки В л В л точки М й Р, находимъ ^ НЬЕ~^ МВЕ, какъ углы 
соотвѣтственные, м /^МВЕ—^СВЕ, па основаніи свойства внисаинаго 
чешреугольника ВОВЕ (§ 106); елѣдов.; 

/.Т1ВЕ=^/.СВЕ. 

Изъ равенства угловъ НВЕ и СВЕ слѣдуетъ, что такъ какъ эти углы 
доллйиы имѣть одинаковую мѣру, то окружность, проходящая чрезъ трм 
точим В, Е в. Л, пройдетъ также чрезъ точку Ь, а потому /, ВЛЕ= 

/ ВЕЕ\ но ВЬЕ^ВСЬА- СВЬ\ елѣдов. ВНЕ = ВОВ А- СВВ-, но 
такъ какъ но хошазлввощ ВНР = АСЕ А-СТА, то ВСВа-СВВ — 
АСЕ-А-СТА; слѣдовательно: СВВ=:СХА. Подобнымъ же образомъ дока¬ 
зывается, что МРТ == ВОВ- Изъ этого слѣдуетъ, что треугольники ВОВ 
и ШР подобны, и потому; 

^_В^ 
ЫР~МІ ' 

*) Это нредлохеиіе открнто віестяаддатилѣтнвмъ Паскалемъ и првнято имъ въ 
•снованіе теоріи коническихъ сѣченій; оно кзвѣстно къ наукѣ водъ аменеиъ 
Паскалева мвстическаго шестиугольника (Неха^тэлшпиш тузіісиш). 
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Если проведенъ линіи ОВ и ВР, то на основаніи свойства вписли* 
наго четырѳугольннна ВАРВ^ углы ОВВ и АРВ равны, м такъ каьъ 

ОВВ^аТіЪ^ЬВВ, а АрВ=РВМ-\-ВІР, 
ІО ІІВЬ^ЬВВ=РВМ-^ВІГ. 

Замѣтивъ притомъ, что по доказанному ѲВВ=^ МІР, находимъ ВВВ^ 
РВМ, и такъ какъ, кромѣ того, по доказанному ВЬВ = ВМР, какъ 
внѣшніе углы подобныхъ треугольниковъ, то заключаемъ, что треуголь¬ 

ники ВВВ и РВМ подобны; сяѣд., 

Если эту пропорцію раздѣлимъ почленно на прежде павдевиую, то 
получимъ: 

ВВ МІ _ ВВ-\-ВгВ ім-\-мв 
ш:~мв оь ~ МВ ' 

или, наконецъ, 

ОВ _ ВІ __ ВІ 
ОВ " МВ~ ВЗ ■ 

Изъ этой пропорціи и изъ параллельности линій ВП и ВІ слѣдуетъ 
(§ 50), что ѲЗІ есть прямая лниіа. 

Если двѣ стороны шестиугольника, напр. СВ и АР, были бы парал¬ 
лельны, то прм продолженіи онѣ не встрѣтились бы; въ этомъ случаѣ гово¬ 

рятъ, что точка ихъ пересѣченія находится на безконечномъ разстоянім; 
линія, соединяющая двѣ другія точки пересѣченія О ъ 3, будетъ въ этомъ 
елтчаѣ параллельна лнпіямъ АР и СВ. Если кромѣ одной нары еще и 
другая пара сторонъ параллельна, то м третья также параллельна. 

Относительное положеніе двухъ окружностей. 

§ 116. Окружности, имѣющія общій центръ (черт. 163), называются 
концентрическими; окружвостн, не имѣющія общаго 
центра,—ѳксцентричесними. 
Двѣ окружности не могутъ пересѣкаться, когда сумма 

ахъ радіусовъ меньше разстоянія ихъ центровъ. Въ са¬ 

момъ дѣлѣ, пусть будутъ О я Оі (черт. 164) центры 
двухъ окружностей, г м Г| ихъ радіусы, и положимъ, 

что г-\-Гі<іООі. Еслм бы эти окружности иересѣкаіись Черт. 163. 
въ какой-нибудь точкѣ С, то вслѣдствіе ОС-]-Оі(У^ООі * ‘ ^ 

имѣлм бы »• 4- »*1 > противно положенію. ..-ч^ 
Въ этомъ случаѣ одна окружность лежитъ вн-ѣ другой 
(черт. 165). ■ -^ 
Но двѣ окружности тоже не могутъ пересѣкаться, Черт. 164. 

А. Дашдожѵ ГаомАі-рід. 3 
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Черт. 165. 

когда разность нхъ радіусовъ больше разстоянія ихъ центровъ. Въ са¬ 

момъ дѣлѣ, пусть будутъ О и Оі (черт. 164) 
~ центры двухъ окружностей, г и ихъ радіу¬ 

сы и положимъ г — >'і>ООі. Если бы окруж¬ 

ности пересѣкались въ какой - нибудь точкѣ 
С, то вслѣдствіе 0С-—0\^С<.00х (§ 13) имѣли 
бы г—Гх<.ООху что противно доіожедію. Въ 
этомъ случаѣ одна окружность лежитъ внутри 
другой (черт. 166). 

Изъ сказаннаго выводимъ условіе для пересѣченія окружностей; дел 
окружности пересѣкаются только тогда, когда раз¬ 

стояніе иауь цетпровг меньше суммы и больше раз¬ 

ности ихъ радіусовъ. 
Очевидно, что двѣ окружности могутъ пересѣкаться 

не болѣе какъ въ двухъ точкахъ, потому что если 
допустимъ, что двѣ пересѣкающіяся окружности имѣли 
бы три общихъ точки, то чрезъ трм точки прохо¬ 
дили бы двѣ различныя окружности, что противно 
8 104. 

Черт, 166. 

§ 116. Теорѳмн. Деѣ пересѣкающіяся окружности имѣютъ всегда двѣ 
общія точки. 

Разсмотримъ два случая. 

1-й случай. Пусть будетъ Л (черт. 167) точка пересѣченія двухъ окруж¬ 

ностей; положимъ, что центры О н Оі такъ расположены, что перпен¬ 
дикуляръ ЛС, опущенный изъ точки Л на линію ООі, соединяющую оба 
центра, проходитъ между этими центрами; требуется доказать, что окруж¬ 

ности будутъ имѣть еще другую общую точку. 

Доказ. Продолживъ перпендикуляръ АС и взявъ на немъ СВ — СА, 
соединимъ точка А и В съ точками О н Оі; находимъ, что врямоугсш»- 

ные треугольники ОСА и ОСВ, имѣющіе общій катетъ ОС, и кромѣ того 
по построенію СА = СВ, равны между собою; слѣдов. ОА=:ОД подоб¬ 
нымъ же образомъ находимъ изъ равенства прямоугольныхъ треугольни¬ 

ковъ ОіСА и ОіСД что ОіА — ОіД Изъ этого слѣдуетъ, что точка В 
прннаддежмтъ обѣимъ окружностямъ, т.-ѳ. что В есть общая точка нхъ. 



2-й случай. Положимъ что А (черт. 188) есть точка пересѣченія лврсъ 
окружностей и что центры О и Оі такъ расположены, что оба лежать 
но одной сторонѣ перпендикуляра АС, опущен¬ 
наго мзъ точки А аа лицш 00^, соединяющую 
эти центры; требуется доказать, что окружности 
<)уду'ГЬ имѣть еще другую общую точку. 

Доказ. Продолживъ перпепдику.тяръ АС л взявъ 
яа немъ СВ=СА, соединимъ точки А и 5 съ 
точками О и Оі и находимъ, что прямоугольпыѳ 
треугольники ОСА и ОСВ, имѣющіе общій ка¬ 
тетъ ОС и по построенію АС=СВ, равны; слѣд., 

ОА= ОВ; подобнымъ же образомъ находимъ изъ 
равенства прямоугольпыхъ треугольниковъ ОіСА и О^СВ, что ОіА=ОхВ. 
Изъ этого слѣдуетъ, что точка В принадлежитъ обѣимъ окружностямъ, т.-е. 
ято В есть общая точка ихъ. 

Изъ предыдущаго слѣдуетъ; 

1. Линія, соединяющая точки прресѣчешя двухъ окружностей, перпепди- 
кулярна къ линіи, соединяющей центры ихъ- 

2. Если двгь окружности имѣютъ общую точку, которая лежитъ внѣ 
линіи, соединяющей центры ихъ, то онѣ имѣютъ еще другую общую 
точку. 

§ 117. Двѣ окружности, имѣющія только одну общую точку, называ¬ 
ются касательными (черт. 

169 и 170), общаж же точка 
«хъ называется точкою ка¬ 
санія. К-асапіе называется 
внутреннимъ (черп:. 169), ко¬ 

гда одна окружность лежитъ 
внутри другой, и внѣшнимъ 
<черт. 170), когда окружно- 

-сти лежатъ по обѣ стороны 
точки касанія 

§ 118. Теорема. Центры двухъ касательныхъ окруоюностей и точки ка¬ 
санія лежатъ на одной прямой. 

Доказ Если бы точка касанія лежала внѣ линіи, соединяющей оба 
центра, То обѣ окружности имѣли бы еще другую общую точку (§ 116, 
слѣдств. 2), что невозможно. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1. Двѣ окруоюности имѣютъ внутреннее касаніе^ когда разстояніе ихъ цен¬ 

тровъ равняется разности ихъ радіусовъ, и внтшнее—ко\дй шо разстояніе 
равняется суммѣ ихъ радіусовъ. 

Черт. 169, Черт. 170. 

Черт. 168. 
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Двѣ касательныя окруоісноспт имѣютъ въ точкѣ к( синія одну общуку 
касательную линію ВС (че]іт^ 
171 к 172). Въ самомъ дѣдѣ, 
предположивъ, что линія ВС 
есть касательная къ кругу, опи¬ 

санному около центра О, и ли¬ 
нія ОА перпендикулярна къ 
ВС(§86), находимъ по предыду¬ 
щей теоремѣ, что О^А также- 
перпендикуляриа къ ВС^ т.-е 
линія ВС есть также касатель- 

Черт. 171. Черт, 172. 

кая къ кругу, описанному около центра 0^. 

§ 119, Теорема. Если черезъ точку енутреннлю или внѣшняю касанія 
^ проведемъ двѣ сѣкущія, то хсу^ды, соединяющія 

точки ихъ пересѣченія съ окружностями, пар(іл- 
лельны между собою. 
Положимъ, во-иѳрвыхъ, что чреаъ точку впу- 

трепняго касанія А (черт. 173) проведены линіи 
ЛЬ и АМ\ требуется доказать, что ЬЖ и Р(^ 
параллельны, 

Доказ. Проведя касательную линію СВ, нахо¬ 

димъ (§ 94): /_ЬАВ=-АЬМАпАРЛВ-=АРЯАѵ 
слѣд. 1,ВМА=1,Р(^А, а потому линіи ЬМ н 

параллельны (§ 33, слѣдств. 2). 
Положимъ, во-вторыхъ, что чрезъ точку внѣш¬ 

няго касанія А (черт. 174) проведены линіи ЬВ 
н М^^, требуется доказать, что ЬМ и Р^ нарал- 
лельны. 

Доказ. Проведя касательную ВС, находимъ- 

{%Ъ^)і/_ЬАВ=/_ЬМА ъ/_САР=/_Р^А\по углы. 

ЬАВ и САР, какъ вертикальные, равны; слѣдов. 

/.^МА=/^Р^Л, н иотому лнвім ЬМ и Р^ па- 

Черт. 174. раллельны. 

Четыре замѣчательныя точки треугольника. 

§ 120. Теорема. П^пендикуляры, опущенные изъ евргаины трехъ угловъ- 
треугольника на противополомсныя стороны, пересѣкаются въ одной 
точкѣ. 

Положимъ, что въ треугольникѣ АВС (черт. 175) Аа ВС, ВЪ 1 АО 
и Сс _!, АВ‘, требуется доказать, что линіи Аа, ВЪ л Сс пересѣшьются въ 
одной точкѣ О. 
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Доказ. Чрезъ вершину А проведемъ іинію 
«ершинуВ—линію, параллельную Л С, 

л нрезъ вершину С—линію парал¬ 
лельную АВ\ тогда состапится тре¬ 
угольникъ АіВіСі, кито])аго стороны 
въ точкахъ Л, В VI С раздѣлены по¬ 

поламъ, потому 4X0, сапр., АВ{= 
ВС=АСі (§ 37); слѣдов. линіи Ла, 
ВЪ и Сс перпеодикудярны къ сре¬ 
динамъ сторонъ треугольника А^В^С^^ 

и потому эти перпендикуляры пере¬ 
сѣкутся въ одной точкѣ (§ 104). 

параллельную ВС. чрезъ 

В 

В. 

Черт. 175 

Пусть будетъ О (черт. 176) точка пересѣченія перпендикуляровъ, опу¬ 
щенныхъ изъ трехъ вершинъ треугольника АВС 
на противоположныя стороны, и 0^ центръ опи’ 

саннаго около треугольника круга. Проведя діа¬ 
метръ ВМ, замѣтимъ, что уголъ МАВ, какъ 
опирающійся на діаметръ ВМ, есть прямой уголъ 
СсА, по иостроенію, также прямой; сйдов., 

АМ\] Сс\ подобнымъ же образомъ доказывается» 
что МС\\ Аа‘, слѣдов., АО=МС (§ 37). Опустивъ 
«зъ точки Ох перпендикуляръ на сторону ВС, Черт. 176. 

•находимъ изъ подобныхъ треугольниковъ ВМС и О^ВЬ: 

МС МВ 2 
Ь0~ 1 МС—2Ь0ц 

■слѣдов,, 0А^2Ь0х, НТО значитъ: точка пересѣченія трехъ перпендгікуля- 
рот, отстоитъ отъ какой-нибудь в^итны треугольника вдвое дальше, не¬ 
жели центръ описаннаго круга отъ противополоокной стороны. 

§ 121. Теорема. Линіи, проведенныя изъ вершинъ трехъ угловъ тре- 
уюльника къ срединамъ противоположныхъ сторонъ, пересѣкаются въ 
одной точкѣ *). 

Положимъ, что въ треугольникѣ АВС (черт. 177) проведены линіи Аа 
в ВЬ изъ вершинъ угловъ Л м Л къ срединамъ противоположныхъ сторонъ, 
я что чрезъ вершину третьяго угла С и точку О проведена линія Сс; 
требуется доказать, что сторона АВ въ точкѣ с дѣлится пополамъ. 

') Эта точка вазавается въ иеханввѣ цеятромъ такеста треугольника. 
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Доказ. Продолжавъ линію Ла и сдѣлавъ ааі=Оа, соединимъ точку о 
съ точками В в. С. Въ четыреугольникѣ ОВаіО 
діагоиалн ВС и Оа^ по построенію дѣлятся попо¬ 

ламъ; слѣд. этотъ четыреугольннкъ есть паралле¬ 
лограммъ. Подобнымъ же образомъ составимъ па¬ 

раллелограммъ ЛОСЬі. Накопецъ, продолживъ сто¬ 

рону Сй и проведя Всі параллельно Ла, соединимъ 
точки а Л, Такъ какъ въ четыреугольпикѣ 
АсіОЬі стороны АЬі и СіО по построенію варал- 
лелъиы, и кромѣ того (§ 37) АЬі=ОС=^Ваі=сіОу 

Черт. 177. то четыі)еугольникъ АсіОЬ есть параллелограммъ 
■ ЛИНІИ Асі и ОЪ параллельны между собою; а какъ кромѣ того линіи 
Всі и ОЛ по построенію параллельны, то четыреугольпикъ ЛсіВО есть 
также параллелограммъ, н потому сторона АВ дѣлится въ точкѣ с поио- 

іаліъ, что и требовалось доказать. 

Замѣтимъ, что ОВ = Асі и Асі= ОЬі = ^ОЪ; слѣдов., 0В — 20Ь; это 
значитъ.' точка пересѣченія О дѣлитъ каокдую изъ линій на двѣ чаети, 
изъ которыхъ одна вдвое болѣе другой. 

Изъ трехъ нараліелограммовъ АОСЬ^, ВОСаі и АОВсі находимъ (§ 68> 

А С)Ьі»=2 О С*-1-2 0^5 

В СЧ- Оаі*=2 ^-2 О С* 
Осі2=2 ОА^-і-2 0&. 

Сложивъ почленно эти уравненія и замѣтивъ, что Ост, = Вс^ — ОЛ, 
ОЬ^—Асі—ОВ и ОС\=Ва^=ОС, находимъ 

ав^^вс^^ас^=5 іОЛ'-^-от^ос^). 

§ 122. Теорема. Точка пересѣченія перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
вершинъ трехъ угловъ треугольника на противополооюния стороны, точш 
пересѣченія линій, проведенныхъ изъ вершинъ трехъ угловъ треугольника 
къ срединамъ прогпивоположнихъ сторонъ, и ѵ/ентръ круга, описамнаго 
*коло треугольника, лео/еатъ на одной прямой. 

Доказ. Пусть будетъ (черт. 178) Ь точка пере¬ 
сѣченія перпендикуляровъ, К точка пересѣченія- 

линій, проведеаныхъ изъ вершинъ угловъ треуголь¬ 
ника къ срединамъ протовоноложныхъ сторонъ, и О 
центръ описаннаго круга; наконецъ, положимъ, что 
В есть средина стороны Л С. Если чрезъ точки В 
и Ъ проведемъ линію, то она по положенію будетъ 
перпендикулярна въ АС, я если чрезъ точки В и 
К проведемъ линію, то опа по положенію пройдетъ 

чрезъ точку В; наконецъ, если соединимъ точки О и И, то вслѣдствіе 
свойства описаннаго круга линія ОВ будетъ перпендикулярна къ АСу 

Е г> 

Черт. 178. 
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сіѣдов., нараллеіъна линіи ВЕ. Замѣтивъ, что ВВ^20В (§ 120) и 

ВК==2КВ (§ 121), находимъ, и, такъ какъ, кромѣ того, 

вслѣдствіе параллельности линій ВЕ и ОВ углы ЕВК и КВО равны, то 
трѳугоіьняки ВКЬ и і)0К подобны (§ 58); слѣдов., /^ВКВ= ^ ОКВу 
и потоку ВКО ес'гі. прямая линія. 

Точки В, К, Он цеитръ вписаннаго круга называются четырьмя за- 
м-5ччтельньши точками треухольпши. 

Взаимныя точки. 

§ 123. Если продолжимъ діаметръ СВ (черт. 

179) крута и возьмемъ на немъ внѣшнюю точку 
В и внутреннюю точку Л такъ, чтобы 

ОЛ. ов=оо, 
то точки ЛнВ называются взаимными, а самая 
окружность СЕВЕ, относительно которой 
точки Л ш В суть взаимныя, называется 
управляющею окружностью. 

Представивъ уравненіе О А. 0В=»0<? въ видѣ пропорціи 
ОВ_ ОС 
ОС~~ ОА^ 

находимъ 
ОВ^ОС 0С-]-0А 
05—ОС ОС—ОЛ* 

■о 
054-0С= 054-05=55; ОВ—ОС=ВС\ 
0СЧ-0Л=054-0Л=Л5и ОС—0Л=ЛС; 

сіѣдов. 
ВВ_ АВ. 
ВС^ АС' 

Е 

Е 

?врт. 179. 

ВТО значить, что линія 55 въ точкахъ С и Л раздѣлена гармонически 
(§ 77), т.-ѳ. двѣ взаимныя точки В и Л и концы С и В дкшетра суть 
четыре гармоническія точки. 

Теорема. Если какую-нибудь точку Р управляющей окружности (черт. 
180) соединимъ съ двумя взаимными точками А 

^ ■ вв и В, то отношеніе '^^есть постоянная величина 

для всѣхъ точекъ окружности. 

Доказ. Проведемъ линію РС п діаметръ Р5; 
треугольники ЛРО и ВРО имѣютъ общій уголъ 
О; кромѣ того вслѣдствіе взаимности точекъ Л 

^ ОВ ОР ^ 
Н Д -др'=-Щ' ыѣд.ИЕіреуюльншіи подобна, ,д(5_ 
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„ СП-СЕ 
иотому /,ЕРД=/,РВІ). Но .мѣра угіа ЕРЕ есть-^-’ “мѣра 

Черт. 181. 

рр—сд 
слѣдовательно' утла РВВ есть -^ 

Но дуги РЛ и СЕ, 

соотвѣтствующія равнымъ центральнымъ 

угламъ, равны, и потому СЕ=дС\ это 

значить, что линія РС дѣлитъ уголъ 

ВРА пополамъ. Вслѣдствіе етото имѣемъ 

РВ ВС 
(§ 63) р^^ — 

казать. 

что и требовалось до- 

Обратиая теорема. 13?ли да«м де» точ«м А и Р(черт. 181),тоеслкоя 

. РВ 
точка Рубля копи^оиотношеніе равняется постошиому отношенію 

т:п, леокитъ на окружности круга, относительно котораго Л и В суть 
взаимныя точки. 

Доказ. Раздѣлимъ линію АВ на двѣ части ВС н АС въ отпошопіи тт, 

такъ что 55:=—; но какъ по положенію , то заключаемъ (8 63), 
АСГ^ п РА п ’ 

что липія РС дѣлить уголъ ВРА пополамъ. Если проведемъ линію РР 

перпендикулярно къ дипіи РС, раздѣлимъ СР пополамъ и изъ средины 

ея О радіусомъ ОС опишемъ окружность, то ага окружность пройдетъ 

чрезъ точку Р, потому что СРР есть уголъ прямой. Замѣтимъ, что уголъ 

^ РР-дС ^ СР—СЕ 
РВР имѣетъ мѣрою-2-- ’ ®' уголъ ЕРЕ мѣрою-2-* н что 

СЕ=:РР и СЕ — Сд, заключаемъ, что ^ РВР =/_ ЕРЕ. Изъ этого 

ыѣдуетъ, что треугольники ВРО и АРО, имѣюпцѳ общій уголъ О и 

ОБ ОР 
кромѣ того / РВР = /.ЕРЕ, подобны; слѣдовательно, ~^-р = или 

ОВ. ОА=ОР*=^ОС*. Это уравненіе показываетъ, что А и Р суть взаим¬ 

ныя точка относмтельио окружности дрРЕ. 

Если въ уравненіи ОВ. ОА^ОС^ замѣнимъ ОВ и ОА чрезъ ВС-\- ОС 

в ОС—С А, то находимъ 

(ВСЦ-ОС). (СО—СА)=ОС», 

или, раскрывъ скобки и совративъ, оолучимъ 

ОС(ВС~АС^БС. АС; 

/ 



отсюда 

00= 
ВС. АС 
В~С—АС' 

Это уравненіе повазынаетъ, что радіусъ крута зависитъ только отъ 
лоіоаѳнія точекъ А и В, и иотому этотъ радіусъ будетъ одннакіВ для 

^ РВ т 
осѣкъ точекъ Р, для которыхъ • 

Замѣтимъ, что съ помощью этого уравненія опредѣляется вообще 
радіусъ управляющаго круга по данному положенію двухъ взаимныхъ 
точекъ А а В. 

Поляры. 

§ 124. Если изъ цептра О (черт. 182) опустимъ перпендикуляръ ОС 
оа какую-нибудь линію МN и па эгомъ 
перпендикулярѣ опредѣлимъ точку Р вза¬ 

имную то точка Р называется полюсомъ 
прямой ЛІІѴ, а линія ІГІѴ — полярою точ- 

чи Р. 
Очевидно, что когда линія ЛРѴ не пере¬ 

сѣкаетъ круга, то полюсъ ея находнтся внугрн 
круга; когда же ливія ЖііѴі пересѣкаетъ кругъ, 
то полюсъ ея Р^ лежитъ внѣ круга. 

Теорема. Вершина описаннаго угла есть полюсь хорды, соединяющей 
двѣ точки касанія. 

Р, 

Положимъ (черт. 183), что А СВ есть опнсанпый 
уголъ, АВ хорда, соединяющая точки касанія А га В, 

в ОС линія, проведенная отъ центра къ вершинѣ опи¬ 
саннаго угла; требуется доказать, что С есть полюсъ 
прямой АВ, т.-е. что линія ОС перпендикулярна къ 
хордѣ АВ н что Р и С суть точки взаимныя. 

Доісаз. Изъ равенства прямоугольныхъ трсугольеп- 
Еовъ ОАС и ОБО слѣдуетъ, что ОС перпенднЕуляраа 
къ АВ\ изъ прямоугольнаго же треугольника ОАС на¬ 
ходимъ 

ОС. ОР=ОА'-, 

Черт. 183, 

условіе взаимности точекъ Р и С. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что полюсъ діаметра находится па 
безконечномъ разстояніи. 

Теорема. Полюсы всѣхъ прямыхъ, проходлщихъ чрезъ данную точлсуу 
лежатъ на полярѣ этой точки 
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Черт. 184. 

Пусть будетъ СВЕ (черт. 184) управляющая 
ОБрузность, А какая-нибудь данная точка, 

ея поляра и АІ) какая-пибудь линія, 
проходящая чрезъ точку А\ требуется дока¬ 
зать, что полюсъ прамоЗ АВ лежитъ на ли¬ 

ніи МЛ^. 
Доказ. Опустивъ изъ центра перпендикуляръ 

ОР иа линію АВ и замѣтилъ, что прямоуголь¬ 
ные трѳугольЕнкн ОРВ н О^А, имѣющіе об- 

, ОР ОВ 
щій уголъ о, подобны, находимъ ’ 

или ОР. 0^ = ОВ. ОА\ а такъ какъ по 
суть точки взаимныя, то ОБ. ОА— 0(Р\ слѣдов. 

уравненіе показываетъ, что Р т ^ суть точки 
Положенію А п В 
ОР.О(^=0(Р. Это 
взаимныя, слѣдов. полюсъ Р прямой АВ лежитъ на линіи ЛРN. 

Обратная теорѳпа* Лоллры всѣхъ точекъ прямой линіи сходятся въ 
полюсѣ этой прямой. 

Пусть будетъ С8Е (черт. 184) управляющая окружность, ЖІѴ какая- 
нибудь линія и А полюсъ ея; требуется доказать, что поляра какой-нибудь 
точки Р прямой ЛРЛ проходить чрезъ точку А. 

Доказ. Соединивъ точки О и Р, проведемъ линію АВ перпендикулярно 
къ ОР. Изъ подобныхъ прямоугольныхъ треугольниковъ ОРВ н О^А на- 

ОР ОВ 
ходимъ 0^—НІИ ОР. 0^= ОВ. 0А\ а такъ какъ но положенію 

А п В суть точки взаимныя, то 0В.0А=0(Р, м потому ОР.О0=О(Р. 

Изъ этого слѣдуетъ, что Р и ^ суть точки взаимныя, и линія АВ есть 
ноляра точки Р. 

Черт. 185. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что если 
вершины Р, Е... (черт. 185), многоугольника 
Р^Е8Т^ суть полюсы сторонъ другого много¬ 
угольника АВСВЕЕ, то и, наоборотъ, вергинны 
А, В, С... второю многоугольника суть полюсы 
сторонъ перваго Въ самомъ дѣлѣ, если Р и ^ 
суть полюсы прямыхъ АВ а ВС, проходящихъ 
чрезъ точку В, то по предыдущему точки Р и ^ 

должны лежать на полярѣ точки В; слѣдов. В 
будетъ полюсъ прямой Р^. 



— 123 — 

Задачи. 

69. Найти ЕратчаГпиеѳ разстояніе точки отъ окружности. 
70. Напти наибольшее разстояніе точки отъ окружности. 

71. Найти кратчайшее разстояніе двухъ окружностей. 
72. На окружности опредѣлить дугу, равную данной дугѣ, взятой два 

раза, три раза и т. д. 
73. Черезъ точку А, лежащую внутри круга, провести хорду, которая 

въ точкѣ А дѣлилась бы пополамъ. 
74. Раздѣлить данную дугу на 2, 4, 8... равныхъ частей. 
75. Найти геометрическое мѣсто центровъ окружностей, проходящихъ 

черезъ двѣ данныя точки А и В. 
76. Описать даннымъ радіусомъ окружность, проходящую чрезъ двѣ дан¬ 

ныя точки А Е. В. 
77. Найти цѳятръ дуги или окружности. 
78. Найти геометрическое мѣсто центровъ окружностей, касательныхъ 

къ прямой А В въ данной точкѣ ея М. 

79. Описать даннымъ радіусомъ окружность, касательную къ прямой 
А В въ данной точкѣ ея М. 

80. Описать окружность, проходящую чрезъ точку N н касательную къ 
прямой ЛВ въ данной точкѣ ея М. 

81. Описать радіусомъ г окружность, которой центръ находился бы на 
прямой МК н которая касалась бы прямой ЛВ. 

82. Описать радіусомъ г окружность, которой центръ находился бы на 
данной окружности и которая касалась бы прямой АБ. 

83. Найти геометрическое мѣсто центровъ окружностей радіуса г, каса- 
геіьБьгхъ къ данной окружности радіуса В> 

84. Описать радіусомъ г окружность, которой центръ находился бы на 
прямой ЛВ и которая касалась бы даннаго круга радіуса Е. 

85. Описать радіусомъ г окружность, касательную къ данной окружно¬ 
сти въ точкѣ М. 

86. Описать окружность, проходящую чрезъ точку М н касательную къ 
данной окружности въ точкѣ N. 

87. Описать окружность, проходящую чрезъ двѣ точки А в В в пересѣ¬ 

кающую данный кругъ такъ, чтобы хорда пересѣчепія была параллельна 
данной прямой МК. 

88. Описать окружность, касательную къ данному кругу н къ прямой ЛВ 
въ данной точкѣ ея М. 

89. Описать окружность, касательную къ данной прямой ЛВ н къ окруж- 

Еостн въ данной точкѣ М. 
90. Опредѣлить длину линіи, соединяющей вершину прямого угла съ ере* 

диною гипотенузы. 
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91. Набти гѳометричесвоо мѣсто вершенъ прямоугольныхъ трѳугольни* 
новъ, инѣющихь одну и ту ге гипотенузу. 

92. Найтн гѳомѳтринѳсЕоѳ мѣсто срединъ хордъ, сходящихся въ одной 
точкѣ А. 

93. Прн какихъ условіяхъ можно провести окружность чрезъ четыре 
данныя ТОЧЕН А, В, С в В? 

94. Возставить перпендикуляръ на концѣ прямой АВ, которую продол¬ 
жить нельзя. 

95. Провести чрезъ данную точку А касательную къ кругу. 

96. Провести къ кругу касательную, которая составила бы данный уголъ 
-съ прямой АВ. 

97. Найти геометрическое мѣсто точекъ такого свойства, чтобы каса¬ 
тельныя, проведенныя отъ нихъ къ данному кругу радіуса г, имѣ.ти бы 
одиаакую длину а. 

98. Найтн па прямой АВ такую точку, чтобы касательная, проведенная 
отъ этой точки къ данному кругу, равнялась данной линіи а. 

99. Провести чрезъ точку А сѣкущую къ даппому кругу такъ, чтобы 
часть сѣкущей внутри круга равнялась данной линіи. 

100. Провести чрезъ точку А сѣкущую къ данному кругу такъ, чтобы 
ч>на отсѣкла дугу, вмѣщающую данный уголъ а- 

101. На данной прямой АВ описать дугу, вмѣщающую данный уголъ. 

102. Найтн геометрическое мѣсто вершинъ треугольниковъ, имѣющихъ 
одпо и то же осповапіѳ АВ н данный уголъ а прн вершинѣ. 

103. Опредѣлить геометрическое мѣсто точекъ, изъ которыхъ данная 
прямая АВ видима подъ однимъ и тѣмъ же угломъ. 

104. На прямой АВ найтн такую точку, чтобы линія, проведенныя отъ 
«той точки къ двумъ даннымъ точкамъ М ъ И, составляли данный 
угодъ а. 

105- Найти точку, изъ которой двѣ прямыя АВ и МN пидимы подъ 
утломъ 45®. 

106. Найти внутри треугольника АВС точку, изъ которой три стороны 
-треугольника видны подъ однимъ н тѣмъ же утломъ. 

107. Построить треугольникъ по данной высотѣ А, данному основанію а 
в углу т, противоположному освовашю. 

108. На окружности даны двѣ точки А и Б; найти на этой же окруж¬ 

ности такую точку, чтобы сумма разстояній ея отъ точекъ А в В раввя' 

^ась дайной линіи з. 
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109. На окружности дапы двѣ точки Аѵ В\ найти на этой же окруж¬ 
ности такую точку, чтобы разносгь разстояній ея отъ точекъ А а В рав¬ 

нялась данной линіи с2. 

ПО. Построить треугольникъ но данному нериметру, основанію и углу, 
противоположному основанію. 

111. Найти среднюю пропорціональную между двумя линіями- 

112. Построить треугольникъ по данному основанію АВ, противополож¬ 

ному углу т и радіусу внисаннаго круга г. 

113. Провести касательную линію къ двумъ окружностямъ. 

114. Построить треугольникъ по дайной высотѣ, данному углу т при 
вершинѣ н радіусу г вписаннаго круга. 

115. Даны двѣ окружностн; провести прямую, касательную къ одной а 
сѣкущую къ другой такъ, чтобы часть ея, заключенная внутри второго- 

круга, равнялась данной диніи а. 

116. Провести къ двумъ даннымъ кругамъ сѣкущую такъ, чтобы части 
ея, заключенныя въ этикъ кругахъ, равнялись даннымъ линіямъ. 

117. На прямой АВ найти такую точку, чтобы касательныя, проведен¬ 

ныя отъ этой точки къ двумъ даннымъ кругамъ О н Оі, составили равныѳ- 

угіы съ прямой АВ. 

118. На окружности даны двѣ точки А к В; найти на этой же окруж¬ 

ности точку, которой разстоянія отъ точекъ А и В были бы въ данномъ 
оіножепін т: п. 

119. Раадѣлить окружность на шесть равных^ частей. 

120. Раздѣлить окружность на четыре равныя части. 

121. Раздѣлить окружность на десять равныхъ частей. 

122. Раздѣлить прямой уголъ па три рапныя части. 

123. Вписать крутъ въ данный секторъ АОВ. 

124. Провести чрезъ точку А, лежащую внутри круга радіуса г, хорду 
такъ, чтобы она пъ точкѣ А раздѣлялась въ отношеніи м: п. 

125. Чрезъ внѣшнюю точку А провести сѣкущую къ кругу такъ, чтобы 
она этимъ кругомъ раздѣлилась пополамъ. 

126. Чрезъ внѣшнюю точку Л провести сѣкущую къ кругу такъ, чтобъ 
она этимъ кругомъ раздѣлилась въ огиошепіи т п. 

127. Описать кругъ, касательный къ тремъ даннымъ линіямъ. 

128. Найти геометрическое мѣсто точекъ, дѣлящихъ пъ отношеніи т:п 
всѣ прямыя, проведенныя отъ данной точки А къ данной окружности. 

129. Описать кругъ, проходящій чрезъ точки А п В п касательный яъ 
прямой МN, 



130. Описать кругъ, проходящій чрезъ точку С и касательный къ двумъ 
прямымъ АВ и ІіК. 

131. Описать кругъ, проходящій чрезъ двѣ даоныя точки А н В я ка* 

тигельный къ данному кругу. 
132. Описать кругъ, проходящій чрезъ точку А и касательпый къ пря¬ 

мой КМ н въ даппому кругу. 
133. Описать кругъ, касатѳльпый къ двумъ прямымъ АВ и МК и къ 

данному кругу радіуса г. 
134. Описать кругъ, касателышй къ прямой АВ и къ двумъ даннымъ 

кругамъ радіусовъ І? и г. 

135. Описать кругъ, проходящій чрезъ точку Л и касательный къ двумъ 
даннымъ кругамъ радіусовъ К п г. 

136 Описать Кругъ, касательный къ тремъ даннымъ кругамъ радіусовъ 
г, Гі и Г9. 

137. Раздѣлить пополамъ неприступный уголъ А. 
138. Опустить перпендикуляръ изъ ненрнступиой точки 1 на приступную 

линію АВ. 

139. Опуститъ перпендикуляръ мзъ данной точки Л на імнію, которой 
двѣ только точки В С видимы изъ А. 

140. Провести чрезъ точку А линію, параллельную прямой, которой двѣ 
только точки в ^ с видимы изъ А. 

141. Опредѣлить ра,зстояніе двухъ точекъ А ъ В, изъ которыхъ точка 
А неприступна. 

142. Опредѣлить разстояніе двухъ неприступныхъ точекъ Ам В. 
143. Опредѣлитъ разстояніе точки С отъ прямой, которой двѣ только 

точки А ^ В видимы изъ С. 

ГЛАВА ТІІ. 

О правильныхъ многоугольникахъ. 

Правильные многоугольники вписанные и описанные. Задачи. 

Правильные многоугольники вписанные и описанные. 

§ 125. Моогоугольцикъ, котораго стороны равны между собою 

я котораго углы равны между собою, называется правильнымъ. 

Такъ, пацр., треугольникъ равносторонній есть правильный тре¬ 

угольникъ, квадратъ есть правпдьцый четыреугольпикъ. йзъ опре¬ 

дѣленія правильнаго многоугольника слѣдуетъ: 
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1. Такъ какъ во всякомъ вшогоугольанкѣ, имѣющемъ п сторонъ, 

сумма внутреннихъ угловъ равна 2(? {п — 2) (§ 41), то каждый 

внутренній уголъ правильнаго многоугольника о п сторонахъ равенъ 

-т слѣдов., внутренній уголъ правильнаго многоуголь¬ 

ника зависитъ только отъ числа его сторонъ. 

2. Правильные одноименные многоугольники, т.-е. такіе, ко¬ 

торые имѣютъ одинаковое число сторонъ, имѣютъ всегда и рав¬ 

ные углы. 

3. Правильные одноименные многоугольники подобны, потому что 

углы ихъ равны н стороны пропорціональны (§ 69). 

4. Периметры правильныхъ одноименныхъ многоугольниковъ отно¬ 

сятся какъ стороны 70). 

§ 12в. Теорема. Около всякаго правильнаго миою^льнгіха можн» 

описать кругъ. 

Доказ. Положимъ, что ЛВСВЕР (черт. 

186) есть правильный многоугольникъ; .45= 

ВС^СП.; . 
Если раздѣлимъ ра угла Л и В по¬ 

поламъ прямыми АО л .ВО, то точка ихъ 

пересѣченія О будетъ центромъ оппсаинаго 

круга. Въ самомъ дѣлѣ, соединивъ точку О 186. 

со всѣми вершинами многоугольника и опустивъ взъ этой же 

точки перпендикуляры на всѣ стороны его, замѣтимъ, что тре¬ 

угольникъ АОВ равнобедренный, потому что углы АВО и ВАО., 

калъ ноловивы равныхъ угловъ, равны; слѣдов. АО= ОВ и 

АМ==‘МВ (§ 25, слѣдств.), т.-е. перпендикуляръ ОМ дѣлитъ 

сторону АВ пополамъ. Далѣе треугольники ЛОВ и 

имѣющіе общую сторону ОВ, н кромѣ того по положенію АВ — 

ВО, а по построенію ^АВО—/^СВО.^ равны; слѣдов., тре¬ 

угольникъ вое также равнобедренный, и ^СВО — ^ВСО; 
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Г,_К, 

ізъ этого слѣдуетъ, что линія СО дѣлитъ уголъ С, а перпепдп- 

куляръ ОN—сторону ВС пополамъ, н что 

АО^ВО=СО и 03I^0N. 

Подобнымъ же образомъ находимъ, что 

треугольники ВОС и СОВ^ имѣющіе общую 

сторону ОС н кромѣ того по положенію 

ВС=СВ и по доказанному /ВСО=^/_ВСО^ 

Черт. 188. равны. Слѣдов., треугодьннкъ СОВ также 

равнобедренный и СВО=^ВСО\ изъ этого слѣдуетъ, что ли¬ 

нія ВО дѣлитъ уголъ а перпендикуляръ ОР—сторону СВ по¬ 

поламъ, такъ что ОС=ОВ и О'Ы—ОВ. 

Разсуждая такимъ образомъ далѣе, заключаемъ, что 

р ' 8. Е 

ОЛ= ОВ= О С=* ОВ= ОЕ= ОЕ 

0М=0К=0Р^0д=0Е^08, 

т.-е. точка О отстоитъ отъ всѣхъ вершинъ многоугольника па 

одинаковомъ разстояніи и также отъ всѣхъ сторонъ его на оди¬ 

наковомъ разстояніи. Слѣдов., если изъ точки О опншемъ круп» 

радіусомъ ОЛ, то этотъ кругъ пройдетъ чрезъ всѣ точки 

В, С. и будетъ поэтому кругомъ описаннымъ около много¬ 

угольника. 

То^а О, центрѣ оии?-апваго крута, нааывает?-я также г^ентро.м•ѵ 

многоугольника. Линія ОЛ называется радіусомъ описаннаго круга, 

а перпендикуляръ ОЛТ, опущенный изъ центра на сторону, — 

апоѳемою. 

Изъ приведенныхъ въ этомъ § разсужденій слѣдуетъ: 

1. Всѣ линіи, дѣлящія углы правильнаго многоугольника попо¬ 

ламъ, сходятся въ одной точиѣ—въ центрѣ многоугольника; въ той 

же точкѣ сходятся и всѣ перпендикуляры, возставленные изъ сре¬ 

динъ сторонъ его. 
2. Для нахожденія центра правильнаго многоугольника можно 

вмѣсто того, чтобы раздѣлить ра угла его пополамъ, раздѣлить двѣ 

какія-нибудь стороны пополамъ и изъ средины ихъ иозставить пер- 
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аенднкуляры; пересѣченіемъ этихъ перпендикуляровъ опредѣлится 

также центръ многоугольника. 

3. Всѣ углы при центрѣ ЛО-В, ВОС^ СОВ... ракны между со¬ 

бою, н каждый раненъ четыремъ прямымъ, дѣленнымъ на чясло 

сторонъ многоуголышка. 

4. Равносторонній вписанный много¬ 

угольникъ АВСВЕР (черт. 187) будетъ 

всегда и равноугольнымъ, т.-е. правилъ- ь 

нымъ, потому что вслѣдствіе равенства 

дугъ АВ., ВС., СВ,... стягиваемыхъ сто¬ 

ронами ыпогоугольнпка, всѣ углы его ішѣ- Черт. 187. 

ютъ одинаковую мѣру. 

5. Діаметръ, проходящій чрезъ вершину одного изъ угловъ пра-* 

вильпаго вписаннаго многоугольника или чрезъ средину одной изъ 

его сторонъ, дѣлвтъ многоугольникъ на двѣ равныя части. Въ са¬ 

момъ дѣлѣ, такой діаметръ пройдетъ или чрезъ вершину противопо¬ 

ложнаго угла, или чрезъ средину противоположной стороны, потому 

что діаметръ дѣлитъ окружность на рѣ равныя части; при наложе¬ 

ніи этйхъ частей—какъ полуокружности, такъ и части вписаннаго 

многоугольника совпадутъ. 

§ 127. Теорема. Во всякій правильный многоугольникъ моэюно 

писать іругг. 

Доказ. Такъ какъ по предыдущему § центръ правильнаго много¬ 

угольника отстоитъ отъ всѣхъ сторонъ его на одинаковомъ разстояніи, 

то кругъ, описанный изъ того же центра радіусомъ, равнымъ апо- 

оемѣ, будетъ касаться всѣхъ сторонъ многоугольника и будетъ по¬ 

этому вписаннымъ кругомъ. 

Вслѣдствіе этого апоѳема называется также радіусомъ вписаннаго 

круга. 

§ 128. Равноугольный мнохоуголшикъ опиеаніѣгй будетъ 

всегда равносторонній, т.-е. правильный. 

А Даиаовъ. Геометрія. 
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Положимъ, что АВСВЕР (черт. 188) 

есть равноугольный описанный многоуголь¬ 

никъ: — /Ѣ = / требуется 

доказать, что 

АВ^ѢО=ОВ... 

Доказ. Соединивъ центръ О съ вер- 

Черт. 188. шинами многоугольника и проведя радіусы 

ОМ и 0N въ точки касанія М е находимъ, что прямо¬ 

угольные треугольники МОВ и NОВ^ имѣющіе общую гипоте¬ 

нузу ОВ и равные катеты ОМ и 0N^ равны (§ 25)', слѣ;}0в. 

МВ0=^/І^В0, т.-е. линія, соединяющая центръ съ верши¬ 

ною какого-нибудь угла многоугольника, дѣлитъ этотъ уголъ по¬ 

поламъ. Вслѣдствіе этого треугольники ЛОВ и 50С, имѣющіе 

общую сторону ОВ, а по доказанному ^ЕО=Д^ СВО е кромѣ 

того Д^ВАО^/_ВСО, какъ половины равныхъ угловъ, равны, 

и потому АВ^ВС. 

Подобнымъ же образомъ доказывается равенство и другихъ 

сторонъ. 

§ 129. Теорема. Периметры правильныхъ одноименныхъ много¬ 

угольниковъ огпносятся какъ радіусы вписанныхъ или описанныхъ 

круговъ. 

Доказ. Пусть будутъ АВСВЕЕ и А^В^С^^^Е^^Е^ (черт. 

189) два одноименныхъ 

правильныхъ многоуголь¬ 

ника, О и Оі ихъ центры. 

Соединимъ О съ точками 

А а В Е опустимъ изъ О 

перпендикуляръ ОМ на 

сторону ЛВ\ далѣе, соеди¬ 

нимъ съ точками А^ е В^ е опустимъ изъ 0^ перпенди¬ 

куляръ на сторону АіВі. Треугольники ОВЛ и О^В^А^., въ ко¬ 

торыхъ углы ОБА и ОАВ соотвѣтственно равны угламъ О^В^А^ 

я О^А^Ві^ какъ половины равныхъ угловъ (§ 126), подобны; 
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АВ ОА ОМ 
слѣд.,-—-=-. Но такъ какъ периметры пра- 

Л-Ві О, Л 
сильныхъ многоугольниковъ относятся какъ стороны (§ 125 

«лѣдсгв. 4), то 

АВ ВС -\- СВ ... АВ ОА ОМ 

АВ,-{-ВуС^-{- с^в^-^- ^а~ ол* 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что периметры двухъ одноимеи* 

чіыхъ правильныхъ многоугольниковъ, изъ которыхъ одинъ вписан ь 

шъ крутъ, а другой описанъ около него, относятся иежду собою 

жатть аііоѳеиа вписаннаго многоугольника къ радіусу круга. 

§ 130. Задача. По данной сторонѣ правильнаго вписаннаго 

многоугольника опредѣлить сторону одноименнаго описаннаго много- 

■угольника. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСВЕР черт. 190) правильный 

«писанный многоугольникъ. Опустивъ изъ 

центра перпендикуляры на стороны его 

-а продолживъ ихъ до пересѣченія съ 

«окружностью, проведемъ чрезъ точки 

іѴі, Р^,.. касательныя’, тіакат. абра- 

зонъ составится описанный многоугольникъ 

.Л^В^С-^В^Е-^Е^., котораго углы равняются 

•угламъ вписаннаіо многоугольника, потому что стороны ихъ вза¬ 

имно параллельны. Вслѣдствіе этого (§ 128) описанный многоуголь¬ 

никъ будетъ правильный. Замѣтимъ, что вершины двухъ соотвѣт¬ 

ственныхъ угловъ Аі а Л а центръ О лежатъ на одной прямой 

линіи, потому что изъ равныхъ пряиоугольныхъ треугольниковъ 

Хі<8іО и А^М^О слѣдуетъ, что линіи ОЛ^ дѣлитъ уголъ 8^0М^ 

пополамъ, а изъ равныхъ прямоугольныхъ треугольниковъ А80 и 

АМО слѣдуетъ, что линія ОА дѣлитъ тотъ же уголъ пополамч.; 

<слѣдоват. линіи ОА, и О А совдадаюгь. 
9* 
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Изъ подобныхъ треугольншовъ ЛОВ и Л^ОВ^ ііаходияъ (§ 56 

слѣдствіе); 

Л-Ві_ОЖ, 

~Ів~~дм' 
изъ прямоугольнаго треугольника ОМА 

ОМ=^Г~Оа^^АШ‘. 

АВ 
■-, ТО 

2 
Но такъ какъ ЛМ= 

ОЪІ- =і/ 04'- 
АВ^ 

4 

Бставнвъ это выраженіе въ предыдущую пропорцію, получивъ 

4,-В, ОМ, 

~АВ 

V 0А^~ 
АВ^ 

4 

Означимъ чрезъ я число сторонъ многоугольника ЛВСВЕР, 

чрезъ а„ сторону его, чрезъ Ь„ сторону описанпаго многоугольника 

в чрезъ г радіусъ круга; тогда предыдущая пропорція прини¬ 

маетъ видъ 
6„ г 

у- 
отсюда 

Съ помощію этого выраженія можно по данной сторонѣ вписан¬ 

наго иногоугольяика опредѣлить сторону одноименнаго описаннаго 

многоугольника. 

Если обѣ части предыдущаго уравненія возвысимъ въ квадратъ в 

опредѣлимъ а„, то получимъ 

Ьг 

V г'-І-- 
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Съ помощію этого выраженія можно но данной сторонѣ описан¬ 

наго многоугольника опредѣлить сторону одноименнаго вписаннаго 

«него угольника. 

Чтобы описать многоугольникъ, одноименный со вписанныиъ иного- 

угольнпкоиъ ЛВСВЕР (черт. 191), можно 

также провести касательныя къ вершинаиъ 

Б, С... вдисандаго иногоугольника. 

Шпогоугольпикъ такимъ обра¬ 

зомъ составленный, будетъ равноугольный, 

потопу что всѣ углы его имѣютъ одішакую 

*ѣру (§ 97); слЬдов. этотъ многоутольннлъ 

по § 128 будетъ правильный. 

§ 131. Задача. Удвоить число сторонъ правильнаго вписаннаго 

многоугольника. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСѴЕР (черт. 192) правпльный вди- 

•санный многоугольникъ. Опустимъ изъ 

центра перпендикуляры да стороны его и 

продолжимъ ихъ до пересѣченія съ окруж¬ 

ностью; точки пересѣчедія 1/, Р, 

соединимъ съ точками Р, С, В... 

Многоугольникъ ^І/РІѴС..., такимъ обра¬ 

зомъ составленный, имѣетъ вдвое больше " 

сторонъ, нежели многоугольникъ Черт. 192. 

л такъ какъ дуги АВ^ Б С, СВ.... въ точкахъ 3/, 37, Р..., дѣ¬ 

лятся пополаиъ (§ 84) и АЪІ=МВ=ВЕ...., то этотъ мпогоуголь- 

япкъ будетъ равносторонній, слѣд., по § 126 слѣдств. 4, пра¬ 

вильный. 

Очевидно, что при удвоеніи числа сторонъ перпметръ вписаннаго 

аногоутольника увеличивается. 

Соединивъ центръ съ вершиною X, находимъ изъ треугольника 

ЮЛМ (§ 66): 
Аъв=ОА^-\-оър—20м. оа. 
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Но изъ іфямоугольнаго греугольнила А00 лдгѣеіиъ 

0(3=^ ОА^~АО^= АТІ^ 

4 

Вставивъ это выраженіе въ предыдущее 

уравненіе и замѣтивъ, что ОА=ОМ, на¬ 

ходимъ: 

АМ^=20М^—20М 

Означимъ чрезъ п число сторонъ много¬ 

угольника АВСВЕР^ чрезъ а„ сторону 

Черт, 192. его, чрезъ а^щ сторону многоугольника 

АЪтвЕС...^ имѣющаго вдвое больше сторонъ, чрезъ г радіусъ 

круга; тогда предыдущее уравненіе прииетъ видъ; 

Съ помощію этого уравненія можно но данной сторонѣ вписан¬ 

наго многоугольника о п сторонахъ опредѣлить сторону вписаннаго 

*е иногоугольнила о 2п сторонахъ. 

Прилагая ето выраженіе нѣсколько разъ сряду, получаемъ послѣ¬ 

довательно стороны многоугольниковъ, имѣющихъ 2», 4п, 8п,.. 

сторонъ. Съ помощію же выраженія § 130 можно опредѣлить сто¬ 

роны соотвѣтственныхъ описанныхъ иногоуголыщковъ. 

Н 132. Задача. Удвоишь число сторонъ правильнаго описаниагО‘ 

мишоугольника. 

л Ь N с н 

Черт. 193, 

Рѣшеніе. Яусть будетъ АВСВЕР' 

(черт. 193) правильный описанный мно¬ 

гоугольникъ. Раздѣливъ дуги ТІѴ, ІѴР, - 

пойоммъ п проведя къ яхъ 

срединамъ Сг, Я, иасаТ'ельныя, со¬ 

ставимъ описанный иногоугольпикъ- 

аЬсйс(...^ ииѣюшій врое больше сто¬ 

ронъ, нежели многоугольникъ АВСВЕЕ^ 
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Таръ валъ углы этого многоугольнила имѣютъ одияамя мѣры 

(§ 97), то онъ будетъ равноугольнымъ в вслѣдствіе этого правиль¬ 

нымъ (§ 128). 

Онеиидно, что при удвоеніи числа сторонъ периметръ опвсапнаго 

многоугольника уменьшается. 

§ 133. Задача. Опредѣлить сторону вписаюаю квадрата. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСІ) (черт. 194} вписанный ква¬ 

дратъ и г радіусъ круга. Проведя діагонали 

АС и ВВ и замѣтивъ, что онѣ взаимно пер¬ 

пендикулярны и дѣлятся пополамъ (§ 45), за- 

ключаеиъ, что точка пересѣченія ихъ совдадаетъ 

съ центромъ, и что ЛОВ есть прямой уголъ; 

слѣдовательно АВ^ —АО^-\-= и потому черт. ш. 

АВ = гѴ'^. 

Очевидно, что если проведемъ ра перпендикулярныхъ между со¬ 

бою діаиетра АС и ВВ (черт. 194) в соединимъ концы ихъ, то 

четыреугольникъ АВСВ., такимъ образомъ составленный, будетъ 

квадратъ, потому что стороны его, какъ хорды, стягивающія рав¬ 

ныя дуги, будутъ равны, и каждый изъ угловъ, одиравсь на діа¬ 

метръ, будетъ прямой. 

Зная сторону вписаннаго квадрата, можно съ ноиощію выраженія 

§ 131 послѣдовательно опредѣлить стороны правильнаго вписаннаго 

осьмиугольника, шестнадцатиугольника и т. д. 

§ 134. Задача. Опредѣлить сторону прашлшаю вписанначе 

шестиугольника. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСВЕР (ч. 195) 

правильный вписанный шестиугольникъ. Со- 

ернивъ центръ О съ точками .4 и Л, замѣ¬ 

тимъ, что ЛОВ ~ —= 60®; слѣдоват. 

сумма рухъ угловъ В АО и АВО равна Черт, 195, 

180® — 60® = 120®, и такъ какъ вслЬдствір равенства сторонъ 
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АО и ОВ эти углы равны, то каждый изъ нпхъ равенъ-у = 60®. 

Изъ этого слѣдуетъ, что АОВ есть равносторонній треугольникъ 

м что сторона вписаннаго правильнаго шестиугольника рав}іяетсл 

радіусу. 

Изъ сказаннаго заключаеиъ, что хорда, равная радіусу, стягиваетъ 

дугу въ 60® и что на всякой окружности радіусъ откладывается 

ровно шесть разъ. 

Зная сторону правпльнаго вписаннаго шестиугольника, можно съ 

помощію выраженія § 131 послѣдовательпо опредѣлить стороны пра¬ 

вильнаго двѣнадцатиугольника, двадцатичетырехугольннка и т. д. 

§ 135. Задача. Опредгьлить сторону гіравильнаго вписаннаго 

гпреугольпика. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСВЕР (черт. 196) правильный впи- 

саипый шестиугольнпкъ я г радіусъ круга. 

I \ Проведя діагонали АС., СЕ., ЕЛ., составимъ 

/ 5 \ \ правильный вписанный треугольникъ АСЕ 

Гі / „-к \ ) (§ 130- 
Для опредѣленія стороны его проведемъ 

® і радіусы ОЕ и ОС и діаметръ АО. Четыре- 

угольникъ ЕОСВ., въ которомъ всѣ стороны, 

Черт. 196. какъ радіусы, равны, есть ромбъ, а потому Черт. 196. ка 

по § 68 имѣемъ: 

ЕС^-\- ОВ^ : ОЕ^-^ СВ^- + ЕВ\ 

ЕС’^-\~г’^^4гК 

Отсюда находимъ ЕС^~Ъг^ ЕС = г \^'Ъ. 

Замѣтимъ, что такъ какъ діагонали ромба взаимно перпендику- 

, ^ ^ О В г 
лярны и дѣлятся пополаиъ, то ОХ = ~у=у, а потому высота 

вписаннаго треугольника АЬ будетъ 
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§ 136. Задача. Опредѣлить сторону правильнаго вшсаннахо 

десятиугольника. 

Рѣшеніе. Пусть будсп. АВ (черт. 197) сторона 

правильнаго вппгптіаго десятиугольника. Соединимъ 

центръ О съ точками А ж В ъ замѣтимъ, что 
чоло 

^^05 = --у^ = 3б®. Сумма двухъ угловъ 5^0 

м АВО равна 180° —36^ = 144®, а такъ какъ эти Черт, 197. 

144® 
углы равны, то каждый изъ нихъ равенъ—^— = 72®. Если же лн- 

яіею АС раздѣлимъ уголъ ОАВ пополамъ, то ^ОАС= 

—36®, и потому ОС=АС. Далѣе, такъ какъ въ тре¬ 

угольникѣ АВС одинъ уголъ равенъ 36® и другой 72®, то третій 

уголъ Сбудетъ равняться 72®; слѣд. /_АСВ =/^АВС=1Т, и 

потону АВ — АС=ОС. Замѣтивъ теперь, что линія АС дѣлвтъ 

Ао ОС 
уголъ ОАВ пополаиъ, находимъ (§ 63):—или, замѣ- 

АВ СВ 

л-г. л у. ^ о А ос 
нивъ лі? чрезъ ОС, ииѣемъ: ~ ; но ОС равняется сто¬ 

ронѣ вписзЕшаго десятиугольника АВ\ слѣд. сторона правильнаго 

вписаннаго десятиугольника равняется большей части радіуса, раз¬ 

дѣленнаго вг крайнемъ и среднемъ отношеніи. 

Если означимъ радіусъ круга чрезъ г и сторону вписаннаго де- 

г а 
сятиугольника чрезъ о, то —= составивъ произведете сред¬ 

нихъ и крайнихъ членовъ, находимъ: а^ = г‘^ — аг, или а’^-{’аг = г'^, 

д отсюда 

++ 
ѴЬг'^ Ѵъ — 1 

2 

Зная сторону правильнаго вписаннаго десятиугольника, можно съ 

помощью выраженія § 131 послѣдовательно опредѣлить стороны 

правильнаго вписаннаго двадцатиугольника, сорокаугольника и г. д. 
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Захтчапіе. На основаніи сказаннаго въ §§ 131, 134, 135 ф 

1В6 завлючаеиъ, что съ ноиошыо линейки и циркуля иошіо по¬ 

строить: 1) правильный вписанный четыреугольникъ, слѣдов. и ино- 

гоугольники 8, 16... сторонъ; 2) правильный вписанный треуголь¬ 

никъ и шестиугольпикъ, слѣдовательно и многоугольники 12, 24... 

сторонъ; 3) правильпый вписанный десятиугольникъ, слѣдовательно 

и иногоугольникй 20, 40... сторонъ. Можно также построить пра¬ 

вильный вписанный пятнадцатпуголышкъ (задача 144), слѣдовательно 

и многоугольники 30, 60... сторонъ. 

Гауссъ показалъ возможность построенія, съ помощью линейки 

и циркуля, правильнаго вписаннаго сеыиадцатиугольнива и вообщо 

всякаго правильнаго многоугольника о 2”-4-1 сторонахъ, если только 
2* +1 есть число первое. 

Задачи. 

144. Вписать въ кругъ радіуса г правильный пятнадцатиугольнивъ ѵ 
опредѣлить сторону его. 

145. Опредѣлить радіусъ круга, впнсалнаго въ квадратъ, если радіусъ- 
описаннаго круга равенъ г. 

146. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ правильный треутольппкъѵ 
если радіусъ описаннаго круга равенъ г. 

147. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ правильный шестиуголъ- 
яякъ, если радіусъ описаннаго круга равенъ г. 

148. Вписать въ круг-ь радіуса г правильный пятиугольникъ и опредѣлить 
сторону его. 

149. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ правильный пятиуголъ» 
никъ, если радіусъ описаннаго круга равенъ г. 

150. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ правильный десятиуголь- 
пикъ, если радіусъ описаннаго круга равенъ г. 

151. Ооредѣлыть сторону правильнаго двѣнадцатиугольника, вписаннаго 
въ кругъ радіуса г. 

152. Опредѣлить сторону правильнаго двѣвадцатиугольиика, описаннаго 
ОКОЮ круга радіуса г. 

153. Опредѣлить стороны правильнаго восьмиугольника, вписаннаго въ 
кругъ радіуса г и описаеиаго около него.. 
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еапоаго около него, если стороиа квадрата равва а. 

155. Опредѣлить радіусы круга, списаннаго въ правильны& треугольникъ, 
и круга, овнсапнаго около “него, если сторона треугольника равна а. 

156. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ правильный шестиуголь¬ 
никъ, если сторона шестиугольника равва а. 

157. Опредѣлить радіусы круга, вписаннаго въ правильный пятиуголь- 
викъ, и круга, описаннаго около него, если сторона пятиугольника равна а. 

158. Опредѣлить радіусы круга, вписаннаго въ правильный десятнуголь- 
9ИЕъ, а круга, онисавеаго около него, если сторона десятиугольника 
равна а. 

159. Опредѣлить радіусы круга, вписаннаго въ правильный двѣнадцати¬ 
угольникъ, и круга, описаннаго около пего, ѳслп сторона двѣнадцатиуголь¬ 

ника равна а. 

160. Даны радіусы^ г а В круга, внясаннаго въ правильный иногоуголь- 
никъ, и круга, описавпаго около него; опредѣлить радіусъ крута, вппсан- 

ваго въ многоугольникъ того же периметра, но имѣющаго вдвое болѣе- 
сторонъ, и радіуоъ крута, оппсаппаго около втото многоугольипка. 



ГЛАВА VIII. 

Измѣреніе площадей. 

Измѣреніе площадей крямолипейпыхъ фигуръ. Нѣкоторыя предложенія о 
треугоіьнпкахъ, четыреугольникахъ и ггравпдьныхъ многоугольникахъ 

Съемка плана. Задачи. 

Измѣреніе площадей прямолинейныхъ фигуръ. 

§ 137. Часть плоскости, занимаемая какою-нибудь фигурою 

называется площадью этой фигуры. Измѣрить площадь—значитъ 

сравнить ее съ другой извѣстной площадью, принятой за единицу 

За единицу площади принимаютъ площадь квадрата, котораго 

сторона равна единицѣ, н эта площадь называется квадратною 

единицею. Вслѣдствіе этого измѣрить площадь какой-нибудь 

фигуры — значитъ найти отношеніе этой площади къ квадратной 

единицѣ. 

Двѣ фпгуры, ииѣіощія равныя площади, наываются равно¬ 

великими. 

Опредѣлепіе площадей прямолинейныхъ фигуръ основывается на 

слѣдующемъ предложеніи: 

§ 138. Теорема. Площади двухъ прямоугольниковъ, шіѣющихъ 

'Одинакія основанія, относятся между собою какъ высоты. 

Черт. 198. 

Положимъ, что АВеВ и АЕВВ (черт. 198) 

суть два пряиоугольника, имѣющіе общее основа¬ 

ніе АВ\ требуется доказать, что 

лвев АВ 

АЕ 

Докаг. Разсмотримъ два- случая: 
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І*Й случай. Положимъ, что высоты и совзмѣрвмы» 

и что общая мѣра А^ содержвтся т разъ въ АВ и п разъ 

4 г, АВ т „ ^ ^ . 
въ такъ что —^ = — • Ксли чрезъ всѣ точкв дѣленія 

стороны АВ проведемъ линіи, параллельныя сторонѣ АВ^ то 

прямоугольникъ АВСВ раздѣлится на т, а прямоугольпик-ь АЕВВ 

.с .04 * АВСВ т на п раввыіъ прямоугольниковъ (§ 43); слѣдов. -гп = —» 

а потому 

АВОВ АВ 

АЕВВ ~АЕ■ 

2'й слу^іай. Положимъ, что высоты АВ и АЕ (черт. 199) 

соизмѣримы. Въ этомъ случаѣ справедливость 

. АВОВ АВ ^ 
пропорціи — можно обнаружить, 

АВСВ 

быть ни меньше, ни больше отношенія 
АВ 

ае' 

_ АВСВ .АВ 
Въ самомъ дѣлѣ, пусть ^ р,}РГ} ^ ‘лв' 

большую величину Ал., такъ чтобы 

Черт. 199. 

Вмѣсто АЕ возьмемъ 

АВСВ АВ 

АЕЕВ ~ Ах ' 

Раздѣливъ линію АВ на такое чпсло равныхъ частей, чтобы 

каждая часть была меньше Ех., найдемъ по крайней мѣрѣ одну изъ 

точекъ дѣленія между Е я х\ пусть будетъ М такая точка. Если 
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яроведеиъ МN параллельно ланій ЛВ и замѣтить, что по по* 

строенію Даніи АВ и ЛМ соизы1»ршвы, то 

по предыдущему будемъ имѣть 

Черт. 199. 

ЛВСВ АВ 

Амт> АМ ' 

Раздѣливъ почленно вту пропорцію 

предыдущею, находимъ 

АЕВР _ Ах 

АМЫВ ~ АМ' 

Но эта пропорція невѣрна, потому что отношеніе 1, 

Ах , 
л отношеніе этого слѣдуетъ, что допущеніе 

ЛВСВ АВ . АВСВ ^ АВ 

ТеШ = Ж Р”*™’ :4Ж5 < 2^ 

приводитъ къ противорѣчію, и потому оно несправедливо. 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что не мо- 
АЕЕВ 

АВ 
жетъ быть и больше для этого стоитъ только вмѣсто Л.Е 

взять меньшую величину м повторить предыдущія разсужденія. 

Итакъ, въ случаѣ несоизмѣримости, такъ же какъ въ случаѣ 

соизмѣримости, имѣемъ 

ЛЕЕВ “ АЕ ' 

Такъ иакъ каждая мзъ сторонъ прямоугольника можетъ быть 

разсматриваема какъ высота, а перпендикулярная нь пей — какъ 

ооаоваше, то мзъ предыдущаго предложенія слѣдуетъ: площади 

прямоухольни'ковъ, иміьющгасъ одинакгя высоты, относдтсл между 

«собою хакг основангл. 
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§ 139. Теѳреиа. Площадь прямоугольника равнлетсл проіевве' 

^енію основанія на высоту. 

Пусть будетъ ЛВСІ'» (черт. 200) 

«акоЙ-нйбудь прлмоугольиикъ, кото¬ 

раго основаніе ЛВ означимъ черезъ 

^ я высоту АВ чрезъ А, и 

«вадратъ, котораго сторона равна 

•единицѣ; требуется доказать, что 

Уі'— 

Черт, 2С0, 

а 

н 

АВС^ 
= 6. к. 

Доказ, Вообразимъ прямоугольникъ ЕРѲН, котораго основа- 

ЕН равняется основанію АВ прямоугольника АВСВ^ и вы- 

<іота ЕЕ равна сторонѣ квадрата МNР^\ тогда по предыду- 

ацеиу § 
АВСР _ АВ^ ЕЕОН __ ЕН 

ЕРОН~ ЕР ® МЕР^ ~~ ШЕ ■ 

НережЕоживъ соотвѣтственныя отношенія віихъ пропорціВ, 

даходнжъ 
АВСО АВ . ЕВ 

МNР^~ЕР. Ш' 

Яо по положенію АВ = К\ ЕН = Ц ЕР=МЕ=\\ слѣдов. 

АВСО 

МЕРЯ ■ 
А. 

Такъ какъ при измѣреніи площадей квадратъ МЕРЯ прини¬ 

жается за едиЕНцу, то 

АВСВ = Ь, к. 

Это зяаяить, что число квадратныхъ единицъ, ваключающихся 

«ъ площади прямоугольника, равняется произведенію основанія на 

лыссіту, предполагая, что основаніе и высота выражены въ линей- 
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выхъ единицахъ, равныхъ сторонѣ квадратной единицы, Это'выра¬ 

жается сокращенно такъ: площадь прямоугольника равна произведе 

НІЮ основанія на высоту. 

Положимъ, папр,, что высота прямоугольника ЛВСВ (черт. 201> 

А_р содержитъ 5 дюймовъ, изображенныхъ частями Ва, а&, 

6с, ей, и а основаніе его 3 дюйма, изображенныхъ 

частями В/, Іт 3 тС; тогда площадь прямоугольпяка 

ЛВСВ равна 3.5 кв, дюйм. = 15 кв. дюйм. Не трудно 

в“Т^Го удостовѣриться въ справедливости этого вывода, проведя 
Черт. 201. чрезъ точки а, 6, с и й линіи, параллельныя сторонѣ 

ВС, а чрезъ точки I а т линіи, параллельныя сторонѣ АВ\ прямо¬ 

угольникъ раздѣлится такимъ образомъ на 15 равныхъ квадратовъ, 

изъ которыхъ каждый представляетъ квадратную единицу. 

Очевидно, что площадь квадрата, котораго сторона есть а, рав¬ 

няется а.а или а^\ вслѣдствіе этого вторую степень какого-нибудь 

количества называютъ квадратомъ. 

Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что если отношеніе двухъ линейныхъ 

единицъ есть т, то отношеніе тѣхъ же квадратныхъ единицъ бу¬ 

детъ Такъ, напр., отношеніе линейныхъ единицъ сажени и 

аршина есть 3; отношеніе же квадратной сажени и квадратнаго 

аршина будетъ 3®, т.-е. 9. 

^ 140, Теорема. Площадь всякаго параллелограмма равгелетел 

произведенію основанія на высоту. 

Черт. 202. 

перпендикуляры 

Пусть будетъ ЛВСВ (черт. 202) параллело- 

грамиъ, нотораго основаніе ЛВ означимъ чрезъ 6, 

а высоту чрезъ 6; требуется доказать, что пло¬ 

щадь параллелограмму ЛВСВ равна Ь .Ь. 

Доказ. Еелн изъ точекъ А з В возставимъ 

въ сторонѣ ЛВ и продолжимъ противоположную 
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сторону ВС, то составится прямоугольникъ АNМВ^ который имѣ¬ 

етъ съ параллелограммомъ АВСВ общее оспованіе и одинаковую 

высоту; по предыдущему § А'ЫВМ—Ь Л. Но прямоугольные тре¬ 

угольники А2^В и ВМС равны, потому что стороны и АВ 

соотвѣтственно равны сторонамъ МВ и ВС, каігь параллели между 

параллелями (§ 37); если же къ каждому изъ втихъ треугольниковъ 

прибавимъ по площади АВМ^ то найдемъ, что параллелограммъ 

АВСВ равновеликъ прямоугольнику А'ЫМВ\ слѣдов. 

АВСВ = ЬЛ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1) Площади двухъ параллелограммовъ относятся между собою какъ 

произведенія ихъ основаній на высоты. 

2) Площади двухъ параллелограимовъ съ равными основаніями 

относятся какъ высоты. 

3) Площади двухъ параллелограмиовъ съ равными высотами отно¬ 

сятся какъ основанія. 

4) Два параллелограмма съ равными основаніями и высотами 

равновелики. 

§ 141. Творена. Площадь треугольника равпястсл половинп 

произведенія ею основанія на высоту. 

Пусть будетъ АВС (черт. 203) какой-ни¬ 

будь треутольнйігь, котораго основаніе .АС 

означимъ чрезъ Ь, а высоту ВВ чрезъ Л; /! / 

требуется доказать, что площадь треугольника 

АВС равна ^ерт. 203. 

Доказ. Если изъ точки С проведемъ линію СЕ параллельно сто¬ 

ронѣ АВ, изъ точки В линію ВЕ параллельно сторонѣ АС, то 

состаиится параллелограммъ АВЕС, котораго площадь по § 140 

равна Ъ.к. Но такъ какъ треугольникъ АВС есть половина парал* 

аелограмма АВЕС (§ 44), то 

ьл 

к.. Давидовъ. Гвонвтрім. 
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Язь втоп) предложенія слѣдуетъ: 

1) Треугольякхъ есть половина параллелограмма, имѣющаго оъ 

НИНЪ одинаковое оепованіе и одинакую высоту. 

2) Пдошади двухъ треугольниковъ относятся между собою какъ 

произведенія ихъ основаній на высоты. 

3) Площади двухъ треугольниковъ, имѣющихъ одинаковое основа¬ 

ніе, относятся какъ высоты. 

4) Площади двухъ треугольниковъ, имѣющихъ одинаковую высоту 

йтносягся какъ основанія. 

б) Два треугольника, имѣющіе одинаковое основаніе и одинаковую 

высоту, равновелики. 

6) Площадь прямоугольнаго треугольника равняется половинѣ про¬ 

изведенія его катетовъ. 

§ 142. Задача. Оп^)едѣлить площадь треугольника по тремъ 

даннымъ сторонамъ его. 

Рѣшеніе. Пусть будетъ АВО (черт. 204) 

какой-нибудь треугольникъ; означимъ площадь 

его чрезъ д, и положимъ БС=а, АС — Ь, 

АВ = с. Проведя высоту ВВ, находимъ изъ 

Черт. Ш. прямоугольнаго треугольника ЛВВ. 

ВВ^ = ЛВ^ ■— ЛВ'^ := — АВ^, 

изъ треугольника АВС (§ 66); 
Ь2 4_ _д2 

+ —2Ь.^І), или -; 

слѣдов. 

он _с 2^5 

Замѣнквъ разность квадратовъ чрезъ произведеніе суммы на ра»> 

воетъ, находимъ 
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Замѣтивъ, что 

2бс-1- (&2 -|- с* — а") = 2Ъс -\~Ы = (& -}-с)® — а® 

= (Ь 4- с “Ь *) (& И" с — а) 

ЧЬс — (&2 4 сз — а^) = 26с — _ й2 -4 а2 = о2 — {Ы + с^ — 2Ьс) 

= а2 — (6 — сУ = (а-^Ъ — с) {а-]-с — 5), 

дд« (а + Ь + с)(Ь + е — а){а + с-Ь){а + Ь~с) 
46* 

ж отсюда 

рр і/(о + ^ + с)(Ь + с —«)(Д + с —(Д + ^ —<=) 
" 26 

Опредѣливъ высоту В2) треугольника, находимъ 

ЛС.ВВ 1 __ 
— 2 —(® “Н ^ “Н (Р "1“ ^ — ®) (® Н“ ^ ^ ■ 

Съ помощію втого выраженія опредѣляется площадь треугольника 

по тремъ даннымъ сторонамъ его. 

Это выраженіе можно представить въ другомъ видѣ, означивъ 

периметръ треутольнина чрезъ 2р, т.-е. положивъ а-\-Ъ-\-с=^ 

'2р\ тогда; 

Ъ-^с — а = а-|-Ь-|-<5 — 2а — 2^р — 2а = 2(р — а) 

а-у с — Ъ — а-І-Ъ^с--2Ъ = 2р — 26 = 2(р — 5) 

а-{-Ь — с = а-У-Ь^с — 2с = 2р — 2с = 2(р — с) 

Вставивъ въ предыдущее выраженіе площади треугольнииа, на¬ 

плодимъ 

Д = \^р(р — а){р — Ь){р — с). 

§ 143. Теорема. Площадь трапеціи равняется полусуммѣ 

■параллельныхъ сторонъ, умноженной на N в_ь 

вѢ4сотр. 

Пусть будетъ АБСВ (черт. 205) какая- 

нибудь трапеція и СМ ея высота; требуется Черт. 205. 

доказать, что площадь трапеціи АВСВ равна —-- 

10* 
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Докая. Проведи діагональ ЛС е опустивъ изъ точки Л перпев* 

^_®^ ркуляръ АN иа продолженіе стороны ВС^ 

I ;\^ находимъ (§ 141) 

Черт. 205. 
Сложивъ почленно вти равенства и замѣ¬ 

тивъ, что ЛК—СМ и чп АЛСВ-\-А^ВС~ЛВСО, нахоаимъ 

АВ.ОМ,БС.ЛЫ (АВ + ВС).СМ 
ЛМСѴ— 2 2 2 ' 

Если проведемъ линію Р§ чревъ средины нелараллельншъ сто¬ 

ронъ ЛВ СВ, то Р^ = 
АВ + ВС 

(§ 46); слѣдов. 

АВСВ = Р^.СМ, 
1.-6. площадь трапеишравняется ереднейлинги,умноженнойна высоту. 

§ 144, Теорема. Площадь правильнаго многоугольника равняется 

половингь произведенія шрим^ра на апоѳему. 

ВМС Пусть будетъ АВСВПР (черт. 206) 

/ \ ! \ правильный ыногоугольнивъ о и сторонахъ, 

д/_..Лд О его центръ и ОМ апоаема; требуется 

\ / доаазать, что площадь ыногоугольшша равна 

V '■/ ОМ 
Р в пВС.-^- 
Черт, 206. • ^ 

Доказ. Соединивъ точку О съ точками А,В,С,В.... замѣтимъ, 

что треугольники АОВ,ВОС,СОВ... равны между собою (§ 126); 

но такъ какъ Д ВОС= то АВСВЕР=пВС.~ 

А 

Черт, 207, 

§ 145. Задача. Превратить многоуголъ- 

никг ЛВСВЕ (черт. 207) въ равновеликій 

треугольникъ. 

Вѣгиеніе. Проведя діагональ .4См чрезъ 

точку В линію ВП параллельно діагонали 
.4 Су продолжимъ сторону Л С до Пересѣ* 

ченія съ линіею ВП въ точкѣ і, ватѣмъ 

соединимъ точки А е Ъ. ТреугольнЕки 
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ЛВС и ЛВС имѣютъ общее основаніе ЛС, и такъ какъ вершины 

ихъ ^ и X лежать на дииіи параллельной мхъ основанію, то 

оти треугольяиви вмѣють также одинакія высоты, и потому они 

равновелики (§ 141, слѣдств. б). Ивъ втого слѣдуетъ, что пяти¬ 

угольникъ ЛВСОЕ равновеликъ четыреугольнику ЛЬВЕ. 

Проведя затѣмъ діагональ ЛВ и чрезъ точку Е линію ЕР парал¬ 

лельно діагонали ^2), продолжимъ сторону СВ до пересѣченія съ 

линіею ЕР въ точкѣ М и соединимъ точки М ъ А\ треугольники 

ЛВЕ и ЛВМ равновелики, и потому четыреугольникъ ЛЬВЕ 

равновеликъ треугольнику МЛЬ. 

Сколько бы сторонъ ни имѣлъ данный многоугольникъ, мы 

всегда можемъ, повторяя нѣсколько разъ подобное построеніе, 

превратить его въ равновеликій треугольникъ, потому что каждое 

подобное построеніе превращаетъ многоугольникъ въ другой равно¬ 

великій многоугольникъ, число сторонъ котораго будетъ единицею 

меньше. 

§ 146. Чтобъ опредѣлить нлощадь какого-нибудь многоуголь¬ 

ника, можно превратить его въ равновеликій треугольникъ и опре¬ 

дѣлить площадь этого треугольника. Но можно также разбить мно¬ 

гоугольникъ на треугольники діагоналями, проведенными изъ вер¬ 

шины какого-нибудь угла, или линіями, проведенными отъ какой- 

нибудь внутренней точки многоугольника но всѣмъ вершинамъ 

«го, и опредѣлить отдѣльно площади всѣхъ этихъ треуголь¬ 

никовъ. 

§ 147. Теорема. Квадратъ, построенный на гипотенузѣ прлмо’ 

угольнаго треугольника., равняется суммѣ квадратовъ, построенныхъ 

на катетахъ *). 

*) Это нрвдіохеніе нзвѣстно подъ названівиъ ІІнѳагоровой теорема, 

потому что откратіе еіо припвсавается ІІвѳагору. Ово называетса также 

адШег та&шеоз, аотоиу что яъ врехлее вреаа часто иредда/адосъ къ унваѳр- 
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Пусть будетъ АВС (черт. 208) прямо¬ 

угольный треугольникъ ЛСТІІ, ВЕ8С 

и Ар^В—квадраты, построеішые на 

гипотенузѣ и на катетахъ; требуетсл 

доказать, что 

АСТи= вязе + АРЯВ 

|/ I ] Доказ. Опустимъ изъ вершины пря- 

-[Ж--.'тр лого угла перпендикуляръ ВМ на гипо- 

Черт. 208. тенузу и проведемъ линіи СР а В Ѵ. 

Такъ какъ каждый изъ двухъ угловъ РАС и ВАѴ состоитъ нзѵ 

прямого угла, сложеннаго съ угломъ ВАС^ то ети углы равны; 

кромѣ того РА^АВъ ЛС = АѴ^ какъ стороны квадрата; слѣдов., 

треугольники РАС и ВАѴ равны (§ 15). Но треугольникъ ВАѴ 

и прямоугольникъ АВМѴ имѣютъ общее основаніе АѴ ш одинакую 

высоту ЛХ, и потому треугольникъ ВАѴ есть половина прямо¬ 

угольника ЛВМѴ (§ 141, слѣдств. 1); равнымъ образомъ треуголь¬ 

никъ РАС и квадратъ АР^В имѣютъ общее основаніе АР и оди¬ 

накую высоту БА^ ѣ потому треугольникъ РАС есть половила 

квадрата АР^Б. Изъ равенства же треугольниковъ ВАѴ и РАС 

слѣдуетъ, что квадратъ АР^В и прямоугольникъ АВМѴ равпо- 

иелики. 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что квадратъ БЕЗО 

н прямоугольникъ СВМТ равновелики. Отсюда слѣдуетъ, что 

сумма двухъ квадратовъ АР^В и ВЕ8С равна квадрату АСТѴ. 

ситетахъ на нагнстерскнхь экзаненахъ. Другое названіе его: Іпѵепіит ЬесаіотЪае- 
Іі^пѵт, относится ил яегендѣ, что ІІввагоръ за открытіе этой теоремы привесъ- 

’ыувамъ гекатомбу, т.-е. жертву въ 100 баковъ. 
Ескв два катета прямоугольнаго треугольника соотвѣтственно равны 8 н 4. то- 

гипотенуза будетъ равняться 5, потому что 3*+4*=5*. Этотъ треугольникъ есть 
знаменитый египетскій треугольникъ, въ которомъ катетъ 3 означаетъ Озіпз, 
другой катетъ 4—І5І8, а гипотенуза б—Ногия. Вѣроятно, что Пиѳагоръ въ своихѵ 
дальнихъ путешествіяхъ узналъ отъ египетскихъ жрецовъ объ етомъ треугольни¬ 

кѣ и что комбинація чиселъ 3, 4 и б навела его на открытіе обшей теоремы. 
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Тавъ паю, площадь квадрата, достроеннаго на какой-нибудь ли¬ 

ше а, равняется алгебранческолу выраженію а^, то предложеніе, 

докаванное въ этомъ §, тождественно съ предложеніемъ, доказан¬ 

нымъ въ § 65 съ помощію пропорціокальныкъ линій. 

9 148. Теорема. Площади двухъ треуюльшковъ, имѣющихъ 

равный уголъ, относятся между собою какъ произведенія сторонъ^ 

заключающихъ этотъ уголъ. 

Пусть будутъ АВС ЕПЕР 

(черт. 209) даа треугольни¬ 

ка, имѣющіе равные углы 

А. Е П\ требуется доказ., что 

АВС 

ПЕР 

в 

А Ь С В М Н 

Черт. 209. 

ла.лв 
ПР.ПЕ ■ 

Доказ. Проведя высоты ВЪ и ЕМ, находимъ (§ 141, слѣд. 2) 

ЛВС ЛО.ВВ 

ПЕР~ ПР.ЕМ' 

Но прямоугольные треугольники АВВ и ПЕМ, имѣющіе по рав- 

ному острому углу А Е П, подобны; слЬдов., Бста- 

■ ЕВ 
вивъ въ предыдущее уравненіе вмѣсто отношенія отношеніе 

ѣш 
АВ 

> находимъ 

АВО АС.АВ 

ѴЕР ПР.ПЕ' 

§ 149. Теорема. Площади подобныхъ треугольниковъ относятся 

между собою какъ квадраты сходственныхъ сторонъ. 
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А В С А С- 

Черт. 210. 

Пусть будутъ АВС л Л,В, С, (черт. 

210) два подобньцъ треугольника; тре¬ 

буется доказать, что 

ЛВС АВ-^ 

А,В, С, А^ВУ 

Дохаз. Проведя высоты ВО в 13,15,, 

находимъ 
АВС ЛС.ВО 

Л,В^С,~ А.С^.ВіО^ 
(§ 141, слѣдств. 2). 

Но изъ подобія треугольниковъ слѣдуетъ 

АВ _ АС АВ ВО 

ЛВ, “^,С, ““іг,А ■ 

Перемноживъ почленно эти двѣ пропорціи, находимъ 

АВ^ АС.ВО 
Л В, ““Л, С, .В, 11, ■ 

Слѣдов. 
АВС _ АВ^ 

А,Ві С, ~ А,В~^' 

§ 130. Теорема. Площади подобныхъ треуизлшиковъ отноелтея 

каш квадраты сходственныхъ сторонъ. 

Пусть будутъ АВСОЕ и ^.,13,С,В,Е, 

(черт. 211) два подобныхъ многоугольника; 

требуется доказать, что 

АВСОЕ АВ\ 

А,В,С{0,Е, ~А^в/ 

■ ' Дохав. Проведя изъ точекъ и .4, діа¬ 

гонали ко всѣмъ вершинамъ многоугольниковъ и замѣтивъ, что этм 

линіи дѣлятъ многоугольники на треугольники соотвѣтственно по¬ 

добные (§ 71), находимъ (§ 149) 

АВС ВС‘.. А СО СВ» . ОАЕ ЕВ» 
Л-В,С, В,С,»’4,С,В, ~С,В,»’В,4,Е,“Е,В,»' 

Но (§ 69) 
АВ _ _В^ 
4,В, “ В, С, ~ С,В,~ Е,В,’ 
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елѣдов. 
АВС лев ПАЕ АВ‘ 

А,В, Сі ~ Л, С, А ~ АЛЕ, ~ ЛВ,’ ’ 
■ отсюда 

АВС + ЛОВ -{■ ОЛЕ АВ* 

влв 
АВеВЕ АВ^ 

Л,В,С^В^Е ~А^В,^' 

Изъ этого положенія слѣдуетъ: 

Г) Площарі правильныхъ одноименныхъ многоугольниковъ отно¬ 

сятся между собою какъ квадраты радіусовъ вписашшхъ или опи¬ 

санныхъ круговъ. 

2) Площади двухъ правильныхъ одноииенныхъ многоугольниковъ, 

изъ которыхъ одинъ описалъ около ируга, а другой вписанъ въ 

втотъ круть, относятся между собою иакъ квадратъ радіуса къ ква¬ 

драту апоеемы. 

§ 151. Теорема. Многоугольникъ, построенный на гипотенузѣ 

прямоугольнаго треугольника, равновеликъ суммѣ подобньип ему 

многоугольниковъ, построенныхъ ни двухъ катетахъ. 

Пусть будетъ (черт. 212) пряиоуголь- 

ный треугольникъ, Р, ^ и лК три подобныхъ 

многоугольника, построенныхъ на гипотенузѣ и 

на двухъ катетахъ; требуется доказать, что 

Р=Я+я. 

Доказ. По § 150 имѣемъ 

в АВ^ 

В~АС‘^ Р~АС^ ■ 

Черт. 212 

Сложивъ яочлеяяо эти дроби, находимъ 
Я + В ВС‘-\-ЛВ'. 

В ~ А(Р 

но такъ какълС2_|_ Я-^В = Р. 
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§ 152. Тѳорѳка- Площадь какою-нибудь описаннаго многоугольника 
ЛВСІ)Е (черт. 213) равняется половин^ь прогізведенія перылшнра па 
радіусъ круга. 

Доказ. Соединивъ центръ круга О съ вер« 
Шинами Описаннаго иногоугольиньа, раздѣ¬ 

лимъ его ва трѳугодьнвБи, воторыі; имѣютъ 
однвакія "высоты, равныя радіусу круга. Ееди 
ж© означимъ периметръ мвоіоутоіьнмва чрезъ 

Р и радіусъ круга чрезъ г, то АВСЕЕ—^^’ 

§ 158. Творена. Площадь правильнаго вписаннаго многоугольника есть 
средняя пропорцгомАькая между плогцадями еписаккаю и описаннаго 
правильныхъ многоугольниковЪу имѣющихъ вдвое меныие сторонъ. 

Доказ. Пусть будетъ АВ (черт. 214) сторона 
правильнаго вписаннаго иногоугодьннка, имѣю¬ 
щаго п сторонъ, и віощадь его; СВ сторона 
описаннаго многоутоіьнива, имѣющаго также п 
сторонъ, и 1Т„ площадь его; наконецъ, АЕ сто¬ 
рона вписаннаго многоугольника, имѣюшдго 2п 
сторонъ, н ^д„ площадь его; тома 

Е„=и.ЛОВ=2п.А ОЕ 

. СОѴ=2п.СОЕ\ Е^^2п.АОЕ. 

Но но § 141 сіѣдств. 4 

ЛОЕ _ ^. АОЕ_ОА . 
аое ое' сое"ос' 

а такъ какъ -т;-^ = 
ОЕ 

ОА 
ОС' 

ватѳди на 2п, находимъ 

АОЕ аое 
АОЕ~ СОЕ' 

Помноживъ числители и звам©- 

-|5- = 4г ЫН 

что И Требовалось доказать. 

Пусть будутъ р* и Р„ периметры вписаннаго и описаннаго много* 

угольниковъ, имѣющихъ я сторонъ, К апоѳема н г радіусъ круга; 
тогда (§ 144) 

Е.=р..|; = 
Кт Р 

Перемвоадивъ, находимъ Е„.1Т,.=р„.Р,,.^> Но — 
4 р„ 

^;^ (§ 139 слѣд¬ 

ствіе); отсюда ГРя 
■Ра’ 

н вставлил, волучимъ 
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К- Т7. ‘=Р,? Т’ 

а такъ какъ по предыдущему Е^-Ѵп ~ Е*чп^ то находвмъ 

в извлекал Евадраіпый корень, получимъ 

т.-ѳ- площадь правильнаго вписаннаго многоугольника равна половинѣ про~ 

изведенія радіуса на периметрь вписаннаго мноиууюльпгта, имѣющаго 
вдвое менѣе егпоронь. 

1Б4. Задача. По даннымъ четыремъ сторонамъ вписаннаго четыре- 

угольника опредѣлитъ площадь его. 
Рѣшеніе. Пусть будетъ АВСВ (черт. 215) впи¬ 

санный четыреугольниЕъ и положимъ АВ — а, 
АВ=^Ь, СВ—с н ВС=Л. Продолживъ сто¬ 
роны ВС в АВ до пересѣченія въ точкѣ Е, 

находимъ, что треугольяиЕИ АВЕ и ВСЕ по- 

добны (§ 109); слѣдов. — и отсюда; 

АВЕ—ВСЕ а2—с* АВСВ а*—с* 
АВЕ ~ и» ^АВЕ 

Но по § 109 

АЕА-ВЕ = а.Е—ВЕ='І^^^ 
а- с ’ а+с I 

слѣдов.; 

-<г= 
а—с а с 

АВ+ВЕ—АЕ=а— = а^с+іі~^ 
а~с а-І~с 

ЛВ+ВЕ+АЕ=а-і-^Ё±Ё - 
' О—С а—с 

АВ+АЕ—ВЕ=а + 
' а-^ с а-\-с 

Вслѣдствіе этого находимъ (§ і32): 

4(в;_^)1/(с -1- ь + — я) {а + с + (і —Ь) с) (я+Ь+с—^ 

в потому АВСВ = — д^~~- АВЕ = 

= ‘І4Ѵ(с'-}-&-М —а) (а + с + «г —Ь) (а 4^Ь~-|-й — сГ(аЧ-Ь+с 

?ерт. 215 
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$ 155, Вмѣсто способа § 146 для опредѣленія площади многоугольника 
можно употребить и слѣдующій 
въ практическомъ о гиошеніи болѣѳ 
удобный пріемъ. 
Пусть будетъ АВСВІСР' (черт. 

216) какой-нибудь многоуіольникъ. 

Проведя произвольную линію ВМ 
в опустивъ на нее перпендикуляры 
изъ вершинъ всѣхъ угловъ иного- 
угодьинка, находимъ 

+СС.+ДД.. Д.Д.. 

А^АIі'ЕЕ^= + ЕЕі-^Е^ _ 

Слѣдов. площадь многоугольника АВСВЕВ равняется 

рЛ+ДДі ВВ^А-ССі ССі^РРі ДД1 + ДД^_д^д^^ 

Нѣкоторыя предложенія о треугольникахъ, че- 

тыреугольнакахъ и правильныхъ многоуголь¬ 

никахъ. 

§ 156. Когда три цѣлыя числа могутъ быть приняты за стороны прямо¬ 
угольнаго треугольника, какъ, напр., числа 5, 4 и 3 въ египетскомъ тре¬ 

угольникѣ, то съ нонощью мхъ можно найти безчисленное множество 
другихъ цѣлыхъ чиселъ, которыя также могутъ представить стороны 
прямоугольнаго треугольника. Въ самомъ дѣлѣ, означая чрезъ г произ¬ 

вольное цѣлое число, будемъ имѣть (ог) * = (4г) * + (Зг) *, такъ что 5г, 4г 
в Зг могутъ быть приняты за стороны прямоугольнаго треугольника, ка¬ 

кое бы цѣлое число г ии означало. Но кромѣ прямоугольнаго треуголь- 

амка, котораго сторонід соотвѣтственно равнід числамъ 5, 4 в 3, иля 
пропорціональны этимъ числамъ, есть безчисленное множество прямо¬ 
угольныхъ треугольниковъ, которыхъ стороны выражаюічмі цѣлыми чис¬ 

лами, не имѣющими общаго множителя. Такіе треугольвикя віі?ив&тса 
Омѳаіоровыми или раціональными. 
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Пустъ будетъ а гитіотеяуза, & и с катеты прямоугольнаго треугольника.' 

опредѣлимъ всѣ цѣлыя звачепія а, Ь я о, удовлетворяющія уравненію 
+с*. 

Замѣтивъ, что с*=я* — Ь^ = (а-\~Ъ) . (л —&), и означивъ чрезъ тлѣ 
какія-нибудь цѣлыя числа, положимъ 

находимъ 
а -I- & = 2т* и а — 5 вг 2л*; 

с* = 4т*л*, или с = 2тп. 

Изъ уравнепій же а -^-Ь = 2т* не — 6 = 2л* получаемъ а = т* -1- п* ■ 
Ь = т* — л*. Три выраженія: 

а «= т* + п*; Ь = т* — л*; с = 2тл, 

въ которыхъ т и п означаютъ совершенно произвольныя цѣлыя числа, 

представляютъ всѣ возможныя стороны Пиѳагоровыхъ треугольниковъ. 
Подставляя вмѣсто т и я разныя цѣлыя числа, найдемъ соотвѣтственныя 
величины для а, Ь л е. Такъ, напр., принимая т = 8 и п в 2, получаемъ 
а = 13, Ь = 5 и с = 12; очевидно, что 13* = 5* -4- 12*. 
Если положимъ я = 1 и подъ т будемъ разумѣть нечетное число, то, 

исключивъ общій множитель 2, найдемъ 

т*4-1 т*- 
а = ^—; Ь=-^ 

Это рѣшеніе приписывается Пиѳагору. 

Если же положимъ п = ] н 2т = <, такъ что і будетъ четное число, то 

+ 1; ъ = 

Это рѣшеніе приписывается Платону. 

§ 157. Формула § 142, выражающая площадь треугольника чрезъ три 
стороны его 

Д = ''д і/'(а 4- & -[- с) (& 4- с — а) (а-\~с — Ь) (а-{-Ь — с] , 

была извѣстна почти всѣмъ древнимъ народамъ; но строгое доказатель¬ 
ство ея мы встрѣчаеиъ въ первый разъ только въ геодезіи греческаго 
геометра Него изъ Александріи (во второмъ столѣтіи по Р. X.) Всѣ древ¬ 

ніе писатели, касавшіеся этой формулы, прилагали ее постоянно къ тре¬ 
угольнику, котораго стороны соотвѣтственно равны 13, 14 и 15 н площадь 
котораго выражается цѣлымъ числомъ 84. Но кромѣ этого треугольника 
есть безчисленное лшожество другихъ треугольниковъ, которыхъ стороны 
и площадь также выражаются цѣлыми числами. 
Опредѣлимъ цѣлыя значенія сторонъ а, & н с, прн которыхъ площадь 

треугольинка выражается цѣлымъ числомъ. 



Разумѣя подъ л, & и с цѣлая числа, положимъ 

ЬЧ-с —а а-^-с — Ъ ,, а^-Ь — с ,, 

-2-= -2--2- 

гдѣ X, ^ и ^ означаютъ или цѣлыя числа, илн такія дробныя числа, 

при которыхъ произведенія и Я.^ суть цѣлыя. 
Сложивъ почленно втп уравненія, находимъ 

5^±|+^ = і. ((, + (, + (,). 

и вставляя въ выраженіе площади треугольника, получаемъ 

' (аЬ с) (Ъ с — а] {а-\--с — Ь) (а + 6 — о) 
2 ' 2 2 2 

Чтобы Д было число цѣлое, выраженіе подъ радикаломъ должно быть пол* 

аыиъ квадратомъ, а для этого нужно, чтобы произведеніе (4 + 4 + 4)-44 
представляло полный квадратъ, умноженный на производителя 4) т.-ѳ. 
чтобы 

(4 + 4 + 4)-4-4 = ^^*4 

гдѣ чрезъ і означаемъ какое-ннбудь цѣлое число. Изъ уравненія 

д=ѵ 

(4 “Ь 4 + 4)-4-4 — ^4 
находимъ 

. _ (4 4) • 
^ ^ - 44 ’ 

а изъ уравненій 

Ь-\-с~~а_^ ^ а ^^_ 
= Я .4 ; о-}-&— с = я.4 

л — ^(4“І”4) — я.4-|-^-4 — ^-44" (4 - 4)4 • 4 ♦ ^ + 4*)4 • 
<2 —4-4 “4*4 

с — (4 + 4) • 
Если эти величины а, Ь и с подставимъ въ выраженіе Д, то подко¬ 

ренная величина обратится въ полный квадратъ. Но такъ какъ Д, такъ же 
сакъ н а, & и с, по условію должны быть цѣлыми, то, разсматривая і, 
4 и 4 какъ числа цѣлыя, положимъ к = Р — 4*4; тогда 

а^{<* + 4%; ь = ((* + 4*) 4; с-(4+4) (^-4-4). 
Эти выраженія, въ которыхъ 4 4 и 4 означаютъ произвольныя цѣлыя 

числа, представляютъ общее рѣшеніе вопроса: опредѣленіе площади 
треугольника въ цѣлыхъ числахъ. 
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Подставляя эти выражепія вмѣсто а, 6 и с, находимъ: 

Принимая, наир., < = 2; — 1; <2 = 3, находимъ: 

а = 15; 6 = 13; с = 4; Д = 24. 

принимая < = 5; <і = 2; <2=1, находимъ: 

а = 29; 5 = 52; с = 69; Д = 690; 

принимая < = 4; <1 = 3; <2 = 1, иаходииъ: 

0 = 25; 5=51; с = 42; Д = 624, и т. д. 

§ 158. Теорема. Если черезъ какую-нибудь точку О (черт. 217) внутри 
треугольника АВС и чрезъ вершины трехъ ухловъ 
его проведемъ прямыя Аа, ВЪ и Сс, то будемъ 
имтьтъ слѣдующія соотношенія *): 
Оа , ОЬ . Ос , АО , ОВ , ОС 

КЛ Сс 4л гл Аа ВЪ Сс '■ 2; Ла ' БЬ 

ОА.0^0С^ _ 
Оа.ОЬ.Ос Оа ОЬ ~^ ~0с 
Доказ. 1) Такъ какъ по § 141 сіѣдств. 4. 

“г пн “гл. +2. 
Черт. 217. 

Да О (7_0^ __ ДДОа ДаОС-4- ВОа _ Оо_ 
ДЛо С Аа~ ^АВа' ™ /\Аа С 4- АВа ~ Аа 

АВОС _ Оа 
С Аа 

Подобнымъ образомъ находимъ: 

/^ВОА_Ос 
^АВС^ВЪ' ^АВС~ Сс 

Сложивъ почленно предыдущія три уравненія, находимъ; 

Оа , ОЬ , Ос ДБОС+ДЛОС+ДБО^ , 

Аа'^ВЬ'^ Сс ~ Д4ІБС “ 
2) Замѣтимъ, что 

Аа ВЪ ,С^ о 

вычтемъ изъ этого тождественнаго уравненія почленно 
иѳніѳ, находимъ: 

Аа^ въ Сс ~ 

предыдущее уран- 

*) Э&леръ въ особомъ сочиненія развилъ какъ эти три соотношенія, такъ 
и &ШЧОТНЧВЫЯ формулы для сферическаго треугольника, основываясь на до* 

слѣдвемь ураввеніи, которое онъ доказываетъ съ помощію тригонометріи. 
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3) Бсін первое представить въ видѣ 

Оа ОЬ Ос 
ОЛ+ Оа~^ 05+"^+ 00+ Оо 

0^4.1 
Оа + ‘ 

4-1 
Од ^ ^ 

■^4-1 Ое ^ 

Ь 

Черт. 217, 

/ОВ . , \ /ОС 

в приведенъ въ общему знаменателю, то Полу¬ 
нинъ: 

(**+' )(г+> )+(^"+' )&"+■ )+(?;"+')(*+■) 

-(ЙІ+')&'+')(!?+•)■ 

Раскрывъ скобки и сокративъ, наідеиъ: 

ОА.ОВ.ОС 
Оа. ОЬ. Ос 

0А_ 

Оа 
ОВ ОС 
0Ь~^ Ос 

+ 2. 

§ 159- Задача. По тремъ даннымъ сторонамъ тр^юльнша опредѣлить 
радіусъ описаннаго около него круга. 
Рѣшеніе. Пусть будетъ АВС (черт. 218) какой-нибудь треугольникъ, 

^ О центръ описаннаго круга, К радіусъ его и Д 
площадь треугольника. Положимъ ВС~а, АС = Ь, 
АВ = с и опустимъ изъ точки А нерпендикуляръ 
АВ на сторону ВС а изъ точки О перпендикуляръ 
ОЕ на сторону АС. Утлы АОЕ в АВС рамы, но- 

УО тому что внѣютъ одинаковую иѣру — половину дуги 
АС; слѣдоват. пряиоугольныѳ треугольники АОЕ я 

Черт. 218. АВѴ подобны, и потону 

АР 
АВ^ 

ЛЕ АВ А л т» 
-т-т или —=-^; слѣдов. АВ = 

2К' 

Замѣтивъ, что Д — 
а.АВ 

-, находимъ д = 

4Д 

4Д’ 

Вставляя вмѣсто Д выраженіе § 142, будемъ имѣть 

^ аЬс 

і/(а 4- 6 + с) (Ь 4 с — а) {а 4-‘о — Ь) (а 4-6—е) 
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§ ]вО. Задача. По тремъ даннымъ сторонамъ треугольника 
лить радіусъ внутренняго списапнию 
круга. 

Ріьшніе, Пусть будот’ь (черт. 

219) какоЭ-нйбуль гроугольннкъ, О 
центръ внутреевяго вписаннаго кру¬ 
га, г радіусъ его и Д площадь тре¬ 

угольника. Положимъ ВС=а, АС=Ь, 
АВ=с, в соединимъ точку О съ вер¬ 
шинами трехъ угловъ треугольника. 
Замѣтивъ, что 

ВОС="-, АОС = Ц-; 40В = ^, 

находимъ 

ВОС+АОС + ЛОВ = (а + Ъ + с).-^, 

Черт. 219. 

нли 

Д = (а + Ь+с).-^. 

В отсюда 

г = — 
а4-Ь + с 

Вставляя вмѣсто Д выраженіе § 142, получимъ 

_ (а + ^ + с) (Ь + ~ Д) (Д + б — Ь) (а + Ь — о) 
2 (о -Н Ь + с) 

Помноживъ ѳто выраженіе на выраженіе предыдущаго §, находимъ 

2гВ — 
аЬо 

Раздѣливъ тѣ же выраженія, находимъ 

2г _ Ь + с — а _ а ^-с-Ь _ а + Ь — е _ 

В а ' Ь ' е ' 

§ 161. Задача. Во тремъ даннымъ сторонамъ треугольника опредѣлить 
радіусы внѣгинихъ круговъ. 

А. Давыдовъ. Гвонетрія. и 
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Рѣшеніе. Пусть будетъ ЛВС (черт. 

л = (6 + с —а)-|-, п 

220) какой-нибудь треугольникъ, О 
центръ одного изъ ішѣшиихъ впи¬ 
санныхъ круговъ, ^ радіусъ его 
и Д площадь треугольника. Поло¬ 
жимъ ВС-=а, АС=Ь, АВ = е а 
соединимъ точку О съ вершинами 
угловъ треугольника. Такъ какъ 

АОС=^; АВО = Ц.;ВОС=^, 

и АОС-{~АВО-ВОС=А, то 

2Д тсюдар = ^_^^:--. 

Вставляя вмѣсто Д выраженіе § 142, находимъ 

^_^_^(а+&-ГсИб Тё~—дТ(д + с-б) (а + Ь —с) 
^ I)-^с— а ~ 2 (6 + 0 — а) 

Если чрезъ и означимъ радіусы двухъ другихъ внѣшнихъ внисав- 

ныхъ круговъ, то 

_ 2Л __ (а + 6 + с) (6 + о — а) (а + с — 6) (а +6 —с) 

а с — Ъ 2 {ас — Ъ) 

^ 2Д_(а + 6 + с) (6 + с — я) (а + с — 6) (а + 6 — с) 

а+Ь — о~~ 2 (а+ 6 — с) 

Сложивъ ночленно три уравненія 

1 6 + с —а 1 аЧ-с —6. 1 « + 6 —с 

7 “ 2А ’ (>1 “ 2А ’ “ 2Д ' 

находииъ 
1,1,1 ^а+Ь+с 
? Са 2Д ’ 

А такъ какъ (§ ^^0)) 

г ^ ‘ ‘ ^2 
Перемноживъ почленно уравненія 

2Д 2Д ._^, _ 2Д 
*'“а + 6 + с’^ 6 + 0 — а' й + с — 6’^® а-|- Ь — о 

находимъ 
_16Д»__ 

("я + 5 с) (6 + о — а) (й + о — 6) (а -ѣ 6 — о)' 
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т так'ъ какъ (§ 142) 

(а-|- 6 4- с) (Ь -{-с — а) {а-\-с —Ь) (а 4- ^ — с) = 16Д* 

то г.^.ду. ^3 = Д*, и отсюда 

Д = |/ 

5 162. Теорема. Квадратъ^ построеннші на суммѣ деухъ линІИ, со- 
ѵстоши» ил суммы кеадратовъ, построенныхъ на отихъ линіяхъ, и удеоен- 

щіаго прямоугольника, составленнаго изъ этихъ линій. 
Доказ. Положимъ, что лииія АС (черт. 221) состоитъ изъ суимы двухъ 

-ЛВЕІ6 АВ ъ.ВС. Построивъ на линіи АС квад¬ 

ратъ АЖВС и отложивъ на сторонѣ ВС часть р, і г> 
ВЫ = ВС, проведемъ линію РН параллельно 

•сторонѣ АС и линію ВТ параллельно сторонѣ 
АЕ\ тогда найдемъ, что квадратъ АСВЕ со¬ 

стоитъ: 1) изъ квадрата АЕѲВ, построеннаго на 
линіи АВ, 2) изъ квадрата ѲІВН, построеннаго 
яа линіи ВЫ, или иа равной ей линіи ВС, и 8) 
язъ двухъ равныхъ прямоугольниковъ ВСЫСг и 
ЕРСгІ, составлевныхъ изъ линій АВ н ВС. 

Черт. 221. 

Эта теорема соотвѣтствуетъ алгебраическому предложенію 

(а 4- б)® = а* + 2аб -[- 6*. 

§ 163. Теорема. Квадратъ, построенный на разности двухъ линій, ра- 
■>еекг суммѣ квадратовъ, построенныхъ на этихъ линіяхъ, безъ удвоеннаго 
трлмоугольника, составленнаго изъ этихъ линій. 

Доказ. Положимъ, что линія АВ (черт. 222) есть разность двухъ линій 
АС и ВС. Построивъ на линіи АС квадратъ 
АОВЕ и отложивъ на сторонѣ ВС часть 
ВЫ — ВС, нроведемъ линію НЕ пара.ілельно 

'Сторонѣ АС ^ линію ВІ параллельно АЕ', нахо¬ 

димъ, что квадратъ АЕѲВ, построенный иа 
разности двухъ линій АС и ВС, равенъ; 1) квад¬ 
рату АСВЕ, построенному на линіи АС, 2) безъ 

•прямоугольника ВСВІ, составленнаго изъ линій 
АС а ВС, а безъ равнаго ему прямоугольника 

Черт. 222. 

ЕЕВН и 3) сложенному съ квадратомъ СгНВІ, построеннымъ на линіи 
ТОН кли иа равной ей линіи ВС. 

Эта теорема соотвѣтствуетъ алгебраическому предложенію 

(а — 6)* = а* — 2аЬ -{- 6*. 
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164- Тѳорѳма. Лрямпухольникь, основаніе котораю есть сумма, а 
сота—разность деухъ данныхъ линій, равенъ разности ква&ратовь, по¬ 

строенныхъ на этихъ линіяхъ. 

Доказ. Пололииъ, что А С (черт. 223) есть суима двухъ линій АВ л 

Черт. 223. 

ВС, а СН разность тѣхъ же линій, такъ что 
ЛВ'НС будетъ прямоугольникъ, составленный- 

изъ суммы и разности линій АВ и ВС. Отло¬ 
живъ на нродолжеиіи линіи СН часть НВ = 

ВС, проведемъ линію Т)Е параллельно сто- 
ронѣ АС л линію ВІ параллельно сторонѣ 
АВ. Такъ какъ по построенію СТ) — АВ, то 
АЕІВ есть квадратъ, построенный на сто¬ 

ронѣ АВ, и потому прямоугольникъ АСИН равенъ квадрату АВІЕ безъ- 

прямоугольника ЕЕѲІ, сложенному съ прямоугольникомъ ВѲНС. Но 
ІиіЗЕость двухъ прямоугольниковъ ЕУОІ и воне есть квадратъ ОІВН, 
ностроенпый на линіи НВ или на равной ей линіи ВС, потому что раз¬ 
ность линій О В и ВО равняется дипіи ОН. Слѣдов. прямоугольникъ- 

АСНВ, составленный изъ суммы и разности двухъ линій АВ и ВС, ра¬ 
венъ квадрату АЕІВ, построенному на сторонѣ АВ, безъ квадрата 
ОНВІ, построеннаго на сторонѣ ВС. 

Эта теорема соотвѣтствуетъ алгебраическому предложенію 

(а г Ь) (а — 6) = а* — б*. 

^ 166. Теорема Если на сторонахъ АС и ВС треугольника АВС 
^ (черт. 224) построи.мъ какіе-нибу&г^ 

параллелограммы А СВ'О и ВНЕС 
м / и, продолживъ стороны ВЕ и 

\ ОЕ до пересѣченія ихъ въ точкгь^ 

/ - і,/ \ \ проведемъ линіи АНиВІ, иа- 
^ Х \ \ раллельныя и равныя СК, то па- 

\ \ц раллелоіраммъ АНІВ будетъ ра~ 
сумміь паралле.юіраммо9э 

АОВ^С и ВВЕС. 

Доказ. Продолживъ линію КС 
г к до пересѣченія со стороною НТ 

Че^т. 224. въ точкѣ И и соединивъ точку 
Н съ точкою С и точку А съ точ¬ 

кою К, замѣтимъ, что АНСК есть параллелограммъ. Очевидно, что 
нараллеіогі)аммы АНМЬ и АНСК равновелики, потому что имѣютъ 
общее основаніе и одинакія высоты; а такъ какъ -4ЯС.Я = 2 Д 
м АСВО ^АСК, то параллелограммъ А1ІСЕ равновеликъ съ иарал- 
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яелограммоиг АСРО, а потому параллелограммы АН2(Т. и ЛСІ^О 
фавиовелаки. 

Подобнымъ же образ{)чъ доказывается, что параллелограммы 
« ВЮЕС равповелііии. Сдѣдов., параллелограммъ АЫІВ равпаоіся і.у.\іиѣ 
•параллелограммовъ СРО н ВВЕС. 

§ Ібб. Теорема. Если изъ какой-нибудь точки, лругаіипі виі/трч 
травильнаго многоугольника, опустимъ перпендикуляры мя всѣ ппороны 
■€хо, шо сумма этихъ перпендищ^ляровъ, дѣленная на число сторонъ 
многоугольника, т.-е. средняя ариометическая изъ нихъ, равняется 

■апоѳемѣ. 

Доказ. Пусть будетъ АВСВЕЕ (черт. 225) 
многоугольникъ О его центръ, ОК его 

.апоѳема н I какая-нибудь точка, лежащая 
внутри его. Если изъ точки I опустимъ 
перпендикуляры на стороны многоуголь- 
«пка, то площадь его будетъ равняться 

^{ІМ->г Ш+ІР+ІЯ + ІВ^ щ. 

какой-нибудь правильный 

л км в 

Черт. 226. 

Если же означимъ чрезъ п число сторонъ многоугольника, то плошаіь 

пАВ. ОК 
«го выразится чрезъ • - ’ Сравнивая зги два выраженія площади 

жногоугольннка н сокративъ 

ШІРід т-іг 18 ^ 
п 

Это предложеніе справедливо н тогда, когда нзъ точки, лежащей вві 
'Многоугольника, опускаются перпендикуляры на стороны его; въ этомъ 
■случаѣ нужно только брать съ отрицательннмъ знакомъ тѣ перпендмву- 
дяры, которые направлены извнѣ внутрь ка«ой-нибудь стороны. 

Изъ этой теоремы слѣдуетъ, что въ ріиіиосторонвемъ треугольникѣ 
«умма перпендикуляровъ равняется тройной иноѳемѣ или (§ 135) высотѣ 
треугольника. 

§ 167. Задача. Опредіьлить треуго а^никъ, которий изъ всѣхъ равно- 
■леликихь сь нимъ треугольниковъ и одинаковаго съ нимъ основанія имѣетъ 
магшенъгигй периметръ 
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Рѣш, Искомый трвугояьиийъ будетъ равнобедренный. Въ самомъ дѣі'^ 

пусть будетъ АВО (черт. 226) равно¬ 
бедренный треугольникъ. Проведя че¬ 
резъ точку В линію ЬМ параллельно 
сторонѣ Л(7, вообразимъ другой тре¬ 

угольникъ АВС, равновеликій треуголь¬ 

нику АВС н имѣющій съ нимъ общее- 
основаніе АС. Если изъ точки А опу¬ 
стимъ перпендикуляръ на ЪМ, нродол- 

яіімъ сторону СВ до пересѣченія съ 
этимъ перпендикуляромъ въ точкѣ ВТ 
н, наконецъ, соединимъ точки и I), та 
найдемъ, что прямоугольные треуголь- 

инки АВІ и ЕВІ равны, потому что имѣютъ общій катетъ ІВ н кромѣ» 

того 
^ ІВА = ^ ВАС, / ВСА == / ІВЕ\ 

слѣд., 
ЕВ^АВ. 

Подобнымъ же образомъ находимъ, что ЕТ) — АТ>. 

Но ЕТ)-\-І>С>ЕС, а 

ЕС=ЕВ\.ВС= АВ^-ВС, 

слѣд., 

АВ^ВОАВ^ВС, 

т.-е. нериметрь раввобедреииато треугольника меньше периметра всякаго 
треугольника, имѣющаго то же основаніе н ту же площадь. 
Очевидно, что изъ всѣхъ треугольниковъ, имѣющихъ одинаковое осно¬ 

ваніе и одинаковый периметръ, равнобедренный имѣетъ наибольшую пло¬ 

щадь, потому что имѣетъ наибольшую высоту. 

§ 168. Задача. Опредѣлить многоугольникъ, который изъ всѣхъ одно¬ 
именныхъ и равновеликихъ съ нимъ многоугольниковъ имѣетъ наименьшіі* 
периметръ. 
Рѣшеніе. Искомый ииогоугодьинкъ будетъ правильный. 

Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ АВСВЕР 
(черт. 227) искомый многоугольникъ, имѣющій 
изъ всѣхъ одноименныхъ н равновеликихъ 
съ нимъ многоугольниковъ наименьшій пери¬ 
метръ. Соединимъ точки А й С № проведемъ 
линію ВМ параллельно линіи АС. Если во¬ 

образимъ треугольникъ АМС, равновеликій! 

треугольнику АВС, то периметръ треугольника 
Л.ВС долженъ быть менѣе нериметра треуголь¬ 

ника АМС, иначе многоугольникъ АВСВЕР" 
имѣлъ бы большій .периметръ, нежели одно- 

ляеавый в равновеликій съ иимь мпогоугольпикъ АМСВЕР, что про- 
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тивно положенію; изъ этого слѣдуетъ (§ 167), что АВС есть треугольникъ 
равнобедренный и АВ = ВС. Подобнымъ же образомъ доказывается равен¬ 
ство другихъ сторонъ миоюутльника АВСВЕВ’. 

Углы многоугольника тпкзсо раины. Въ самомъ дѣлѣ, если положимъ, 
что уголъ Е М0ИЫ1І0 угла 1), то, нродолжнвъ стороны ЕЕ и СЕ до нере- 
сѣчонія въ точкѣ О, найдемъ, что въ треугольникѣ ЕОВ стороны СгВ 
в ЕО лежатъ прогинъ неравныхъ угловъ; слѣд., СгІ»ЕСг. Еслм сдѣлаемъ 
СгЬ=СВ и ОЕ-—ѲЕ и соединимъ точки Іг и ІУ, то треугольники 
ЕѲВ н ВѲЕ, имѣющіе общій уголъ между сторонами соотвѣтственно 
равными, будутъ равны; вычтя изъ этихъ треугольниковъ по СЕРЕ, на¬ 
ходимъ, что треугольники ВРЕ и ВРЕ равновелики, а такъ какъ кромѣ 
того по построенію ВЕ = ВЕ и вслѣдствіе равенства треугольниковъ 
ВЕС и ЕВСг стороны ЕВ м ВЕ равны, то многоугольники АВСВЕЕ а 
ЛБСЕВР одвоименны, равновелики и имѣютъ равные периметры, что 
иротивно положенію. Изъ этого слѣдуетъ, что углы Е ^ В должны быть 
равны. Подобнымъ же образомъ доказывается равенство и другихъ уг¬ 
ловъ многоугольника АВСВЕЕ. Итакъ, искомый многоугольникъ будетъ 
правильный. 

§ 169. Задача. Опредѣлитъ многоугольникъ, который изъ всѣхъ одно¬ 

именныхъ многоугольниковъ, О()і*«аковаго съ нимъ периметра, имѣегт наи¬ 

большую плащадь. 

Рѣшеніе. Искомый многоугольникъ будетъ правильный. Въ самомъ дѣлѣ, 
пусть будетъ ЛВСВЕЕ (черт. 228) искомый 
многоугольникъ, имѣющій изъ всѣхъ одноимен¬ 

ныхъ многоугольниковъ одинаковаго съ иимъ пе¬ 

риметра наибольшую площадь. Если положимъ, 
что стороны АВ и ВС не равны, то пусть бу¬ 

детъ АМС равнобедренный треугольникъ, кото¬ 
раго периметръ равенъ периметру треугольника, 

АВС. По § 167 площадь треугольника АМС 
больше площади треугольника АВС; слѣд., многоугольники АМСВЕЕ и 
АВСВЕР' одионменны и имѣютъ одииакій периметръ, но первый больше 
второго, что противно положенію. Изъ этого слѣдуетъ, что АВ-=ВС. 
Подобиыиъ же образомъ доказывается равеиство и другихъ сторонъ. 

Равенство угловъ многоугольника АВСВЕЕ доказывается какъ въ 
предыдущемъ §. Положимъ, что уголъ Е менѣе угла В; тогда можно 
какъ въ предыдущемъ §, провести линію ВЫ такъ, чтобы треугольники 
ВРЕ и ЫРВ была равновелики, и составить такимъ образомъ много¬ 

угольникъ АВСЫВЕ, одноименный, равновеликій и одинаковаго периметра 
съ многоугольникомъ АВСВЕЕ, что противно положенію; сіѣдоват., углы 
Е й В должны быть равны. Подобнымъ же образомъ обнаруживается 
равенство н другихъ угловъ. Итакъ, искомый иногоугольннкъ будетъ пра¬ 
вильный. 

'■"Р4 
228. 
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Съемка плана, 

§ 170. Сиять планъ какой-нибудь мѣстности значитъ изобразить на 
бумагѣ въ умеиьшвняомъ видѣ фигуру подобную той, которую предста¬ 
вляетъ эта мѣстность. Съемка плана производится или съ помощію астро¬ 

лябіи, или съ помощію мензулы. 
I. Положимъ, что требуется сиять планъ съ мѣстности, имѣющей видъ 

многоугольника АВСВЕ (черт. 229). 

Черт. 229. 

Измѣривъ линіи ЛД ВС, СВ, ВЕ и ЕА и опредѣливъ съ помощію 
астролябіи угльі А, В, С, В а Е, проведемъ иа бумагѣ линію 
составляющую опредѣленную часть ли іи АВ, наир, такую часть, чтобы 
линія А\В\ содержала столько же дюймовъ, сколько ливія АВ содержитъ 
саженей, это отношеніе дву ъ линій АВ и АіВі составляетъ такъ назы¬ 
ваемый масштабъ плана. Въ точкѣ Д строится уголъ, равный углу В, и 
-откладывается линія Д, пропорщопальнаа по масштабу линіи ВС- Про¬ 

должал это построеніе такимъ образомъ далѣе, составнмъ многоугольникъ 
ЛіДСіДД, подобный многоугольнику АВСВЕ. 

Когда по какимъ-либо причинамъ нельзя измѣрить всѣ стороны иноги- 

угольпика АВСВЕ, то можно ограии .иться опредѣленіемъ одной изъ 
никъ, наир, стороны АВ, Измѣривъ затѣ.мъ съ иомошію астролябіи углы 
ВАС, ВАВ, ВАЕ, также углы АВС, АВВ и АВЕ, проведемъ на бумагѣ 
линію ИіД, составляющую опрелѣлен ую часть линіи АВ, и построимъ 
съ помощью транспортира углы ДЛіС,, В^АіВ^, В,ЛіД, соотвѣтствеиио 
равные угламъ ВАС, ВАВ я ВАЕ; так іе углы А^И^Сx, и АуВ^Е^, 

соотвѣтственно равные угламъ АВС, АВВ и АВЕ; нересѣченія линій 
АуСі в ВуСу, АуВу н ВуВу, ЛуЕу и Бі Д опредѣлятъ вершины Су, Б, в 

многоугольника подобнаго многоугольнику АВСВЕ. 

2. Мензула, употребляемая для съемки плана, состоитъ изъ деревянной 
д;оски, поддерживаемой тремя ножками и снабженной алидадою; нэ этой 
доскѣ натягивается чистый листъ бумаги. 
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Чтобы спять ст. помптью мрііпулы плавъ какоі?-нибуіь «ѣстностя, прод- 
етавляюшей фигуру АПСП (чгрг. 230) назначаемъ аа поверхности земле 
какую-ппбудь прямую лииію ^|N, возможно точнѣе опредѣленную; эта 
прямая называется баікго.мг. і!і»<яіедя ва мензулѣ прямую тп, со¬ 
ставляющую опреділічіиу ю часть ба 
аиса ІШ, устаіыіыяваемъ мсп.іулу 
такъ, чго‘'ы точка т приходилась 
ярямо надъ тонкую М и лит» >нп 
<ыіа направлена ио линіи МК; иую- 
водимъ затѣмъ съ помощью алидады 
аа мензулѣ изъ точки т прямыя, на- 

аравленныя ко всѣмъ всрптиамъ 
А, В, С н фигуры АІІСІ). Пере- 
аеся потомъ мензулу въ точку ІѴ, 

устанавливаемъ ее таігі., чт/'Ы гоч- 
ка п прямо приходилась на и. точ¬ 

кою іѴ и гинія нт быт пащ'аплеиа по липія NМ. и проводимъ за¬ 
тѣмъ съ по\г()гіі,ью алидады на моіыулѣ изч. точки п прямыя, направленныя 
во всѣмъ вершинамъ А, В, С и О; ііерес'-'іенія этихъ линій съ первыми 
опредѣлятъ иа мензулѣ фигуру пЬЫ, поде ную фигурѣ АВСО. 

Есле внутри мѣстноети АВСІ)В (че»». 231), съ которой нужно снять 
планъ, находится точка О, )»алсгояиія 
которой отъ вершинъ А, В, С, і) и Е 
ели извѣстны, или лоіко могутъ быть 
оиредѣлены, то ддя съемки плана 
устанавливаютъ мензулу въ точл- ^ 

я, проведя на ней съ по'іоіцьв^ а-іп- 
дады изъ точки О примы» ко воЬмъ 
вершинамъ А, В, С, 1> и Е, откла¬ 

дываютъ па этихъ ЛИНІЯХЪ -тсіи Ьа, 

ОЬ, Ос, 0(і и Ое, соогві.тсіьоппо 
ароаорціональныя разстояніямъ ОЛ, 
ОВ, ОС, 00 а ОЕ; тоіда на меы- 

вулѣ получится фигура аЬс<Іе, подоб- 

яая фигурѣ АВСІ>Е 
Когда нужно опредѣлить величнпу нлотадк какой-нибудь мѣстности, то, 

снявши планъ ея, разбииасмь его ва треугольники и опредѣляемъ нло- 
іцадъ каждаго треутольника отдѣль о. Затѣмъ, сложивши всѣ пдощадн 
треугольниковъ, находимъ въ сумчі площадь разсматриваемой мѣстности, 
выраженную въ квадратныхт, едини ахъ масштаба. Положимъ, еапр., что 
яо принятому маспітабу каждая сажень представляется однимъ дюймомъ 
X что въ планѣ какой-нибудь мѣстности оказалось 1000 квад. дюймовь 
тогда нлощадь этой мѣстностп содержитъ 1000 кв. саженъ. 

Черт. 231. 
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Задачи. 

' 161. Опрѳдѣіить геометрическое мѣсто вершииъ равновеіикихъ треугоіъ- 

ннковъ, имѣющихъ общее освованіѳ. 
162. Опредѣлить площадь параллелограмма, котораго основаніе равно 

212,14 ф., а высота равна 85,6 ф. 
163. Опредѣлить площадь треугольника, котораго основаніе равно 324,5 ф.». 

а высота равна 85,6 ф- 

164. Опредѣлить площадь трапеціи, которой параллельныя стороны равны 
25,5 ф. и 18,3 ф., а высота равна 15,3 ф. 

165. Опредѣлить площадь треугольника по данному периметру его р а 
радіусу г внисаппаго круга. 

166. Построить треугольникъ по данной площади его одной сторонѣ 
а и противоположному ей углу т, 

167. Провести между стороиами угла липііо даппой величины, которая 
отсѣкла бы отъ угла треугольникъ, равновеликій данному квадрату. 

168. Раздѣлить треугольникъ АВС па двѣ части въ отношеніи т : п 
линіею, параллельной данной прямой Л/Ж 

169. Раздѣлить Нііраллелограммъ АВСВ на двѣ части въ отношеніи т :п 
линіею, параллельною данной прямой Л/Ж. 

170. Построить квадратъ, равновеликій двойному данному квадрату. 

,171. Построить квадратъ равновеликій половинѣ даннаго квадрата. 

172. Построить квадратъ: а) равновеликій данному параллелограмму» 
6) равновеликій данному треугольпику. 

173. Превратить треугольникъ, котораго основаніе равно Ь, а высота 
равна А, въ равновеликій ему треугольникъ, имѣющій даииую высоту II 

или данное основаніе В. ^ 

174. Построить квадратъ, равновеликій суммѣ нѣсколькихъ квадратовъ» 

которыхъ стороны суть а, Ь а с. 

175. Построить квадратъ, равповелпкій разности двухъ квадратовъ, кото¬ 

рыхъ стороны Суть а и 6. 

176. Опредѣлить построеніемъ квадратный корень изъ 154. 

177. На липіи ВМ найти такую точку, чтобы разность квадратовъ раз- 
стоявій этой точки отъ двухъ данныхъ точекъ А а В равнялась данному 
квадрату к^. 

178. Опредѣлить такія двѣ лниіи, чтобы сумма пхъ квадратовъ равня¬ 

лась данному квадрату к^ и прямоугольникъ, изъ нихъ составленный» 
былъ бы равновеликъ прямоугольнику, котораго основаніе есть Ь, а 
высота к. 
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д 
179. Построить квлдраті. рапеовелйшй даннаго квадрата. 

% 
180. Раздѣлить тр угольникъ на т равныхъ частей линіями, ігровеіѳ*~ 

жыив кзъ вершины го. 

181. Раздѣлить треугольникъ на т равныхъ частей линіями, проведеа- 

кымн изъ точки, лежащей на одной изъ сторонъ его. 

182. Построить кнг'дратъ, равновеликій данному многоугольнику. 
183. Даны два подобныхъ многоугольника,—опредѣлить третій много' 

утохьинЕЪ, ИМЪ подобный и равновеликій ихъ суммѣ. 

184. Построить ы ногоугольникъ, подобный данному многоугольнику 
такъ, чтобы плош,ади этихъ многоугольниковъ относились между собою- 
какъ т : п. 

185. Найти двѣ линіи, которыхъ отношеніе равнялось бы отношенію 
двухъ данныхъ кваді)ато8ъ. 

186. Стороны треугольника соотвѣтственно равны 5 ф., 9 ф. и 10 ф.; 
опредѣлить площадь его. 

187. Опредѣлить площадь трапеціи по даннымъ четыремъ сторонамъ е» 
а, Ь, с и й, предполагая, что а п Ь суть ея параллельныя стороны. 

188. Раздѣлять треугольникъ АВС пополамъ линіею, перпенднкуляриоіо 
къ одной изъ сторон'’ его. 

189. Внутри треугольника ЛВС найти такую точку, чтобы прямыя, про¬ 
веденныя отъ этой точки къ тремъ вершинамъ Л, В п С, раздѣляли 
треугольникъ на три равновеликихъ треугольника. 

190. Внутри треугольника ЛВС найти такую точку, чтобы линіи, про¬ 
веденныя отъ этой точки къ тремъ вершинамъ Л, В а С, раздѣлили 
Ереугоіьяикъ на три треугольника, которыхъ площади относились бы 
какъ т:п:г. 

191- Раздѣлить треугольникъ пополамъ линіею, параллельною основанію 
его. 

192. Раздѣлить треугольникъ на т равныхъ частей линіями, вараллель- 

яымя основанію его. 
193. На линіи а построить прямоугольникъ, равновеликій данному прямо¬ 

угольнику, котораго основаніе есть Ь, а высота Л. 

194. По дапиому периметру 2р построить прямоугольникъ, равновеликіе 
данному квадрату А*. 

195. По данному периметру 2р построить прямоугольникъ, равновеликій 
данному прямоугольнику. 

196. Данную линію р раздѣлить на двѣ части такъ, чтобы прямоуголь¬ 
никъ, составленный изъ всей линія и одной частя ея, былъ равновѳлнкѵ 
данному квадрату А*. 

197. По данной разности Л между основаніемъ и высотою построит* 
прямоугольникъ, равновеликій данному квадрату к^• 

198. По данной гипотенузѣ а построить-прямоугольный треугою.инкъ^ 
равновѳлишй данному квадрату 
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199. Провести чрезъ внѣшнюю точву А сѣкущую къ кругу такъ, чтобы 
«ухна> квадратовъ внутреввеб и ввѣшнеб части ея равнялась дапноиу 
«вадрату Ю. 

200. Построить треугольникъ по тремъ даннымъ высотамъ его Л, Л, и А,- 
201. Въ треугольникѣ, котораго основаніе есть 6, а высота Н, вписать 

лрамоугольннкъ, равновеликіе данному квадрату. 
202. Оаредѣлить площадь правильнаго двѣнадпатиугольиика, вписаннаго 

въ кругъ радіуса г. 
203. По данной сторонѣ правильнаго треугольника, пятиугольника, 

шестиугольника, десятиугольника, двѣнадцатиугольника опредѣлить пло¬ 
щади этихъ многоугольниковъ. 

204. По данной площади А* вписаннаго квадрата и правильнаго вписан- 
ваго шестиугольника онредѣлить площади онвсаннаго квадрата и описан- 
ваго шестиугольника. 

^05. Провести чрезъ точку Л, лежащую внутри угла АВС, прямую, 

«оторал отсѣкла бы отъ угла треугольникъ, равновеликій даввону парал¬ 
лелограмму. 



ГЛАВА IX. 

Опредѣленіе окружности и площади круга. 

О предѣлахъ. Опредѣленіе окружности и площади круга. Квадратура круга- 
Гиппократова луночка. Опредѣленіе площади криволинейныхъ фигуръ^ 

Задачи. 

О предѣлахъ. 

§ 171. Опредѣленіе окружности и площади круга, равно какъ 

вычисленіе длины и площади какой-нибудь кривой линіи, основы¬ 

вается на особомъ способѣ, который называется способомъ предіь-' 

ловъ. 

Ек.тъ два рода вейвчвнъ*. ввавчины первмтънн-ыл в веявчвны по- 

стоянпыя. Когда величина измѣняетси, увеличиваясь или уиевь- 

шаясь, она называется перемѣнною; когда же опа сохраняетъ одно- 

и то же значеніе,—постоянною. Напр., діаметръ въ даппомъ кругѣ^ 

есть величина постоянная, потому что всякій діаметръ, какое бы вв 

имѣлъ онъ положеніе, имѣетъ всегда одну н ту же величину; на¬ 

противъ того, хорда есть величина перемѣнная, потому что съ пе¬ 

ремѣной ея положенія измѣняется и величина ея; произведеніе же 

отрѣзковъ хордъ, проходящихъ чрезъ одну и ту же точку внутри 

круга, будетъ величиною постоянною, потому что произведеніе это- 

одинаково для всѣхъ хордъ, проходящихъ чрезъ эту точку. Подоб¬ 

нымъ образомъ углы какого-нибудь треугольника суть величппы 
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перемѣнныя, потому что съ измѣненіемъ вида треугольника измѣ¬ 

няются и углы его; но сумма всѣхъ трехъ угловъ треугольнике 

<сть величина постоянная, потому что, какого бы вида нн былъ 

треугольникъ, сумма эта остается неизмѣнной. 

Когда перемѣнная величина, измѣняясь, приближается безпре¬ 

дѣльно къ постоянной величинѣ, такъ что разность между ними 

можетъ быть сдѣлана какъ угодно иалой, то постоянная величина 

называется предѣломъ перемѣнной. Напр., сѣкущая, по мѣрѣ сбли¬ 

женія между собою двухъ точекъ пересѣченіи, приближается без¬ 

предѣльно къ касательной; поэтому касательная есть предѣлъ сѣку¬ 

щей, когда точки пересѣченія ек сближаются. Равнымъ образомъ 

дробь 0,999... безпредѣльно приближается къ 1 по мѣрѣ увели¬ 

ченія чпсла десятичныхъ знаковъ, а поэтому 1 есть предѣлъ дро¬ 

би 0,999... 

Одно приближеніе перемѣнной величины къ постоянной недоста¬ 

точно для того, чтобы принять постоянную величину за предѣлъ пе- 

реиѣпной; необхоциио для этого удостовѣриться, что сближеніе про¬ 

исходитъ неограниченно, т.-е. что разность между перемѣнной в 

постоянной величиною можетъ быть сдѣлана менѣе всякой величины. 

Напр., дробь 0,9888... по мѣрѣ увеличеніи числа знаковъ прибли¬ 

жается также къ 1; но тѣмъ не менѣе 1 не есть предѣлъ ея, по¬ 

тому что разность между ними остается всегда больше ~; вели¬ 

чина, къ которой дробь 0,9888... безпредѣльно приближается, есть 

89' 
поэтому эта дробь есть предѣлъ дроби 0,9888... 

Перемѣнная величина, которая имѣетъ предѣломъ нуль и неогра¬ 

ниченно приближается къ нему, называется величиною безконечно 

малою. Напр., разстояніе двухъ точекъ пересѣченія сѣкущей, когда 

она приближается къ касательной, есть величина безконечно малая; 

равнымъ образомъ разность 1—0,999... есть величина безконечно 

«алая. 
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Если чрезъ а озпачп’чъ предѣлъ какой-нибудь перемѣнной вели 

чины и чрезъ X разность между ними, то перемѣнную величину 

можно представить въ видѣ а--\-х. Очевидно, что іВ, означая раз¬ 

ность между перемѣнной величиною и ея предѣломъ, есть величина 

умепьшзіощаяся и безпредѣльно приближающаяся къ нулю; слѣдов. х 

-есть величина безконечно малая. 

§ 172. Теорема. Если двѣ перемѣнныя величины при всѣхъ 

двоихъ иемѣненіяхь равны между собою, то равны и пред/ьяы ихг. 

Пусть будутъ а-\-х и Ъ-\-у двѣ перемѣнныя величины, кото¬ 

рыхъ предѣлы суть а и Ь; положимъ, что а-]-а: = Ь 4" требуется 

доказать, что а — Ъ. 

Доказ. Замѣтимъ, что а не можетъ быть меньше Ь. Въ самомъ 

дѣлѣ, если то означивъ разность Ь — а чрезъ й к предста¬ 

вивъ уравненіе а~\~х — Ъ-\-у въ видѣ х — у = Ь — а, найдемъ 

ж — у — б,\ вслѣдствіе этого разность между ж и?/должна оставаться 

постоянно равной величинѣ слѣдов. х е у 'еь могли бы безпре¬ 

дѣльно уменьшаться, а это противно предполагаемому свойству ве¬ 

личинъ X ѵі. у. 

Къ подобноиу же противорѣчію приходитъ предположеніе а'Д>Ь. 

Итакъ а должно равняться Ь. 

§ 173. Теорема. Если двіь перемѣнныя величины при всѣхъ 

■своихъ измѣненіяхъ сохраня'іотъ между собою одно и то же отно¬ 

шеніе, то въ томъ же отношеніи будутъ и предѣлы ихъ. 

Пусть будутъ а-\-х и Ь-\-у рѣ перемѣнныя величины, которыхъ 

X 1 . а-\-Х 
предѣлы суть а и О; положимъ, что отношеніе есть постоян- 

величнна; требуется доказать, что 
а-\-Х 
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Доказ. Положишь разумѣя подъ тип какія-ии- 

будь постоянныя количества; тогда 

ап-\' пх=^ Ьт -\- ту 

Такъ какъ ап-\~пх есть перемѣнная величина, которой предѣлъ 

равенъ аи, ти Ът-\~ ту— перемѣнная величина, которой предѣлъ 

равенъ Ьт, то нзъ равенства перемѣппыхъ величинъ по предыду- 

щему § слѣдуетъ ап~тЬ^ илн у = —. Сравнивая эту пропорцію 

а~\-х т а-\~х а 
съ пропорціею= находимъ = 

§ 174, Теорема. Площадь круга есть предгьлъ площадей пра¬ 

вильныхъ вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ, когда числа 

сторонъ ихъ неогратіченно увеличивается. 

Доказ. Очевидно, что площадь круга больше площади вписаннаго 

и меньше площади описаннаго мпогоугольппка, потому что плошадъ 

вписаннаго многоугольника есть часть площади круга, а площадь 

круга—часть площади описаннаго мпогоугольвика. Но разность между 

площадями вписаннаго н опіісаппаго многоугольниковъ безпредѣльно 

уменьшается при увеличеніи числа сторонъ и можетъ быть сдѣлана 

менѣе всякой величины. 

Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ АВ (черт. 

232) сторона правильнаго вписаннаго много* 

угольника и ОТ) радіусъ перпендикулярный 

къ ней. Такъ какъ ОІ)=.Оі)—ОС—АО—ОО 

^ н АО—ОС<^^С, то СО<^С, т.-е. раз- 

Черт 232 ноетъ радіуса и апоѳемы менѣе половины 

стороны многоугольника. Прн послѣдовательномъ удвоеніи числа 

сторонъ центральные углы постепенно уменьшаются и могутъ быть 

сдѣланы произвольно малыми, слѣдов. и стороны многоугольника 
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безпредѣльно уменьшаются и могутъ быть сдѣланы менѣе всякой 

величины; а такъ какъ по доказанному разность радіуса и апоѳемы 

менѣе половины стороны, то изъ этого слѣдуетъ, что эта разность 

прв послѣдовательномъ удвоеніи числа сторонъ многоугольника без¬ 

предѣльно уменьшается. Если же означимъ чрезъ и площадь пра¬ 

вильнаго вписаннаго н чрезъ ТІ площадь однониеннаго описаннаго 

многоугольника, чрезъ г радіусъ круга н чрезъ а апоѳему, то (§ 150 

слѣдств. 2) или, вычтя обѣ части этого уравненія изъ 

единицы: 

ТУ—и 
—ХГ 

Такъ какъ при послѣдовательномъ увеличеніи числа сторонъ много- 

угольниковъ по доказанному а неопредѣленно приближается къ 

то изъ этого уравненія слѣдуетъ, что разность ТУ—и уменьшается 

я можетъ быть сдѣлана менѣе всякой величины. Отсюда мы заклю¬ 

чаемъ, что чрезъ послѣдовательное увеличеніе чпсла сторонъ раз¬ 

ность между площадями круга и вписаннаго многоугольника, равно 

какъ и разность между площадями описаннаго многоугольника и 

«руга, можетъ быть сдѣлана менѣе всякой величины, и потому пло¬ 

щадь круга есть предѣлъ площадей правильнаго вписаннаго и опи¬ 

саннаго многоугольниковъ, когда число сторонъ нхъ безпредѣльно 

увеличивается. 

Предложеніе это выражается иногда и такъ: п'ругъ есть пратль 

чый мио%оугольникг съ безконечнымъ числомъ сторонъ. 

§ 175. Теорема. Окружность есть предѣлъ периметровъ правилъ' 

наго вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ^ когда число стО’ 

ронъ ихъ неограниченно увеличивается. 

Доказ. Изъ предыдущаго § слѣдуетъ, что при постепенномъ уве¬ 

личеніи числа сторонъ вписанные в опнсапные многоугольники при- 

А. Д&виоп. Гмметрія. 12 
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ближаются къ совпаденію съ кругомъ; слѣдов. и периметры ихъ 

приближаются къ совпаденію съ окружностью круга. Но при урое 

НІИ кисла сторонъ периметръ писаннаго многоугольника увеличи¬ 

вается (§ 131), а периметръ описаннаго уменьшается (§ 132). 

слѣдов., периметръ описаннаго многоугольника приближается къ совпа¬ 

денію съ окружностью уменьшаясь, а периметръ вписаннаго при¬ 

ближается къ совпаденію съ окружностью увеличиваясь. Езъ этого 

слѣдуетъ, что окружность круга больше периметра вписаннаго и 

меньше периметра описаннаго многоугольника. 

При постепенномъ же удвоепіи числа сторонъ разность между пе¬ 

риметрами вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ неограниченно 

уменьшается н можетъ быть сдѣлана менѣе всякой величины. Въ 

самомъ дѣлѣ, пусть будутъ Р периметръ описаннаго и р периметръ 

одноименнаго вписаннаго многоугольниковъ, г радіусъ круга и а 

апоеема, тогда (§ 129): 

Такъ какъ при постепенномъ увеличеніи числа сторонъ разность 

г—а, по предыдущему §, безпредѣльно уменьшается, то изъ этого 

уравненія слѣдуетъ, что Р—-р можетъ быть сдѣлано менѣе всякой 

величины- Отсюда заключаемъ, что чрезъ постепенное увеличеніе 

числа сторонъ разность между окружностью и периметромъ вписан¬ 

наго многоугольника, равно какъ и разность между периметромъ 

описаннаго многоугольника и окружностью, можетъ быть сдѣлана 

меньше всякой величины, и потому окружность есть предѣлъ пери¬ 

метровъ правильныхъ описанныхъ и вписанныхъ многоугольниковъ, 

когда число сторонъ ахъ неограниченно увеличивается. 
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Опредѣленіе окружности и площади круга. 

§ 176. Теорема. Окруокности круговъ отиосяш&я какъ радіусы 

или діаметры гіхъ. 

Вообразимъ два круга, радіусы котортъ пусть будутъ Н и »•, а 

длины окружностей Сне; требуется доказать, что 

С 
с г Чг 

Доказ. Положимъ, что въ этихъ кругахъ вписаны ра правиль¬ 

ныхъ одноименныхъ многоугольника; означивъ периметры ахъ чрезъ 

я р^ находимъ (§ 129): 

~ = ^ 
р г 

Но такъ какъ окружность есть предѣлъ вписанныхъ многоуголь¬ 

никовъ (§ 173), то 

с г 2г 

Представивъ эту пропорцію въ видѣ 

2Л 2г' 

заключаемъ, что отношеніе окружности къ діаметру есть число по¬ 

стоянное^ одинаковое для всѣхъ круговъ. 

Это постоянное число условились изображать греческою буквою іс, 

гакъ что ' 

С 

Число іг есть число ирраціональное и потому не можетъ быть 

опредѣлено съ точностію; приближенная величина его есть 3,14159... 

(см. § 179). 

§ 177. Теорема. Длина окруоюности равняется радіусу, умно¬ 

женному на 2‘К. 

Пусть будетъ С длина окружности и Н ея радіусъ; требуется 

доказать, что 0=2тіН. 

Доказ. Езъ уравненія предыдущаго наход. С=2тсД, 

что и требовалась доказать. 

12* 
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Съ помощію этого уравненія опредѣляется длина окружности, коітіа 

радіусъ ея иввѣстевъ, прн чемъ длина окружности будетъ выражена 

въ тѣуъ же линейныхъ единицахъ, въ которыхъ выражается радіусъ. 

Опредѣленіе длины окружности въ линейныхъ единицахъ назы' 

вается выпрямленіемъ окружности. 

Если въ уравненіи С = 2ігЛ примемъ = 1, то С = 2іг; эта 

значитъ, что 2'гс ешь длина окруоюноши, которой радіусъ ра¬ 

венъ 1, 

Изъ уравненія С = 2т:7г находимъ Я = Съ помощію 

этого .выраженія можно опредѣлить радіусъ круга, когда извѣстна 

длина окружности. 

§ 178. Задача. Опредѣлить длину дуги, содержащей п хра- 

дусовъ. 

Рѣш. Пусть будетъ з длина дуги, содержащей и В радіусъ 

круга. Такъ какъ длина всей окружности равна 2іг.й, то длина каж* 

, 2пВ 
даго градуса ея будетъ ’ и потому 

2т:В.п 

Длина дуги, опредѣленной съ помощію этого уравненія, будетъ 

выражена въ тѣхъ же линейныхъ единицахъ, въ которыхъ выра¬ 

жается радіусъ В. Опредѣленіе дуги въ линейныхъ единицахъ на¬ 

зывается выпрямленіемъ ея- 

Изъ предыдуща о і равненія находимъ 

360.5 

” ^ 2-Л‘ 

Съ помощію этого выраженія можно опредѣлить число градусовъ, 

содержащихся въ дугѣ данной длины и даннаго радіуса. 

Если изъ вершины угла, содержащаго опишемъ радіусами В 

и г дуги и означимъ длины этихъ дугъ чрезъ 5 и а, то по преды- 
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о 2тсі2.п 2г.г.п . , 8 

яуще»у " ■’ = ~360-’ 

ііуги, соотвѣтсшвующія одному и тому же центральному углу, 

относятсл между собою какъ ихъ радіусы. 

§ 179. Задача. Опредѣлить отношеніе окружности къ діаме- 

тру, т.-е. число іг. 

Рѣшеніе. Въ § 177 мы нашли, что 2іі есть длина окружности, 

которой радіусъ равенъ 1, и потому опредѣленіе тс приводится къ 

опредѣленію окружности, которой радіусъ есть 1. 

Для приблнжеппаго вычисленія такой окружности означимъ чрезъ 

®24-*- стороны правильныхъ вписанныхъ многоугольниковъ 

о 6, 12, 24... сторонахъ, чрезъ стороны соотвѣт- 

ствеиныхъ описанныхъ многоугольниковъ, и вычислимъ периметры 

зтнхъ многоугольниковъ. 

Такъ какъ радіусъ круга равенъ 1, то (§ 134) ад=1, и пери¬ 

метръ вписаннаго шестиугольника равенъ поэтому 6. 

Далѣе^ по § 131, 

=1/'2^3=0,517638... 

Слѣдонагеяьяо, пержнетръ зпЕсавкаю двѣяадагнугаяьднка ракаяъ 

6,211657. 

Такимъ же образомъ находимъ: 

а,, =|/ 2 — 2 — = 0,261052.. 

я,, =|/ 2 — 2 >/^1 — ?|^ = 0,130806... 

я,, =|/ 2 - 2 |/і — 2^’ = 0,065438... 

и т. д. 
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Соотвѣтствующіе периметры будутъ: 

6,265257...; 6,278700...; 6,282064... и т. д. 

Затѣмъ, вычисливъ по формулѣ § 130 стороны Ь,, опи¬ 

санныхъ миогоугольннковъ, находилъ: 

Ь, = ^=2^== = 1,154700... 

= = 0,535898... 

6».=- = 0,263294... 

548 == 0,131087... 

У I_2м!. 
4 

Ь„ = -=^11= = 0,065472... 

і/ і_.2м1 
4 

Соотвѣтствующіе перкметрн будутъ: 

6,928200; 6,630776; 6,319056; 6,292176; 6,285429 и т, д. 

Дла большей наглидности полѣщаежъ результаты вытЕсленій въ 

слѣдующей таблЕцѣ; 

Число сторонъ много¬ 
угольника. і 

Периметръ вписаннаго 
многоугольника. 1 

1 Периметръ описаннаго 
1 многоугольника. 

6 6,000000 6,928200 

12 6,211657 6,630776 

24 6,265257 6,319056 

48 6,278700 6,292176 
96 6,282064 6,285429 

192 6,282905 6,283746 

384 6,283115 6,283326 

768 6,283168 6,283220 

1536 6.283181 6,283194 

3072 6,283184 ^ 6,283187 
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Изъ втой таблицы видно, что разность периметровъ описанныхъ 

и вписанныхъ многоугольниковъ постепенно уменьшается по мѣрѣ 

увеличенія числа сторопъ, и что разность периметровъ мпогоуголь- 

никовъ о 3072 сторонахъ уже менѣе 0,00001; слѣд. н разность 

между этими многоугольниками и окружностью круга будетъ меньше 

0,00001; а такъ лакъ окружность разсматриваемаго круга выражает¬ 

ся чрезъ 2іі, то 

2'п: = 6,28318 или л = 3,14159 

съ точностью 0,00001. 

Греческій геометръ Архимедъ, ограничиваясь вычислепіемъ пери¬ 

метра многоугольника о 96 сторонахъ, нашелъ для л отношеніе 
22 

=3,1428, вѣрное до 0,01. Это отношеніе во многихъ приложе¬ 

ніяхъ имѣетъ достаточную точность. 

Андріанъ Мецій, жившій въ концѣ XVI столѣтія, нашелъ 

п= = 3,1415920, 

вѣрное до 0,000001. Отношеніе это, отличаясь значительной сте¬ 

пенью приближенія, представляетъ кромѣ того ту выгоду, что легко 

удерживается въ памяти, особенно если представить его въ видѣ 

-=113:355 *). 
■К ' 

*) Тоіъіо ОКОЮ конца XVI столѣтія число я было опредѣлено съ такою точ¬ 

ностію которая не только удовлетворяла всѣиъ требованіямъ практики, но и 

далеко иревышала нхъ. Францъ Віета вычислилъ я съ 10 десятичными знаками 

съ помощью многоугольниковъ о 393316 сторонахъ, затѣмъ Андріанъ Роменъ 

опредѣлилъ я съ 15 десятичными знаками изъ многоугольниковъ о 251658240 

сторонахъ; наконецъ, Рудольфъ изъ Кельна опредѣлилъ сперва я съ 20 десятич¬ 

ными знаками изъ многоугольниковъ о 32212254720 сторонахъ, потомъ даже съ 

35 десятичными знаками, Величина полученная имъ для я, есть 

Я=3,иі5926535897р32384664338327950т 

По желанію Рудольфа число это поставлено на его надгробномъ памятникѣ, 

нотоку оно м называется Лудольфовымъ числомъ Шенкъ (ЗЬапкз) 

■кчнслклъ я съ 530 десятичными знакамм. 
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§ 180. Теорома. Площадь круга равна квадрату радіуса, умнл- 

жентму на и. 

Пусть будетъ В радіусъ круга и его площадь; требуется до¬ 

казать, что К = тхМ^. 

Доказ. Означимъ чрезъ О окружность круга, а чрезъ М ъ Р 

площадь и периметръ какого-нибудь правильнаго описаннаго много¬ 

угольника. Если а есть разность между площадями описаннаго много¬ 

угольника и круга, такъ что М—К=л, и ^ — разность между пе- 

рнаетромъ и окружностью, такъ что Р—С==/9, то а н Р, при посте¬ 

пенномъ увеличеніи числа сторонъ многоугольника, будутъ безпрѳ* 

РЯ 
дѣльно уменьшаться; но (§§ 144 и 127) а такъ какъ 

М~К~{-а. и Р=С-|-/5, то 

-2 (С^+Р) = -2- + -^- 

„ НС , ЕВ ^ 
Въ этомъ уравненш Ж-|-а и означаютъ двѣ перемѣнныя 

РС 
величины, постоянныя же части К н-убудутъ предѣлы ихъ; слѣдов. 

(§ 172) 

т.-е. площадь круга равняется окружности, умноженной на поло¬ 

вину радіуса. 

Это выраженіе пдощар круга можно получить впрочемъ прямо, 

разсматривая кругъ какъ правильный многоугольникъ съ безконеч¬ 

нымъ числомъ сторонъ. 

Здчмѣтнвъ, что 0=27:7? (§ 177), находимъ что и тре¬ 

бовалось доказать. 

Съ помощію этого уравненія опредѣляется площадь круга, когда 

радіусъ его извѣстенъ, прн чемъ площадь 'круга будетъ выражена 
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въ такихъ квадратныхъ едипидахъ, въ какихъ линейныхъ единицахъ 

выражается радіусъ 11. 

Изъ уравненія К = тгЛ* находимъ В = съ помощію 

ѳтого выраженія можно опредѣлить радіусъ круга, когда извѣстна 

площадь его. 

Изъ уравиепія К = слѣдуетъ, что площади круговъ отно¬ 

сятся какъ квадраты ихъ радіусовъ. Въ самоиъ дѣлѣ, пусть будутъ 

К и Е"! площади рухъ круговъ, Л и нхъ радіусы; тогда 

К=пШ а К, =тгЛі»; слѣдов. 

§ 181. Теорема. Площадь сектора равняется выпрямленной 

дугѣ ею, умноженной на половину радіуса. 

Пусть будетъ 8 площар сектора ЛОВ (черт. 

233), Я радіусъ круга и 5 длина дуги АВ\ тре¬ 

буется доказать, что 

Черт. 233. 

Доказ. Замѣтивъ, что площадь круга относится въ площади сек¬ 

тора, какъ окружность круга къ дугѣ сектора, находимъ ігЛ®: 8 

= 2:гЛ;^, я отожда —- 

8 Я 
Изъ уравненія 8= ~~ слѣдуетъ, что плогцади секторовъ оди- 

накихъ радіусовъ относятся какъ дуги ихъ. 

Если означимъ чрезъ п число градусовъ, содержащихся въ дугѣ 

2^1І уі 
8, н замѣтимъ, что ® = получимъ 

_ ПІ^.П 

Изъ 8Т0Г0 уравненіи слѣдуетъ, что площади секторовъ, содержа- 

щихъ одинокое число градусовъ, относятся какъ квадраты изсъ 

радіусовъ. 
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§ 182. Теорема. Кругъ, котораго діаметръ равенъ гипотенузам 

прямоугольнаго треугольника, равновеликъ суммѣ круговъ, діаметры 

которыхъ сушь катеты этого треугольника. 

Пусть будутъ а гииотеауза, бис катеты какого-нибудь прямо¬ 

угольнаго треугольника, Р площадь круга, имѣющаго діаметръ а, 

^ ^ Л площади круговъ, имѣющихъ діаметры Ъ и с; требуется до¬ 

казать, что 

Доказ. По § 180 имѣемъ 

тг5^ р_тсо^ 

Отсюда ^ + Я ^ тг 3 такъ какъ по свойству прямоуголь¬ 

наго треугольника (§ 147) а* = 6^-|-с^ то = и по¬ 

тому Р = Е. 

Квадратура круга. 

§ 183. Подъ квадратурою круга разумѣютъ задачу, состоящую въ опрѳ- 
іѣіеаіи квадрата равновединаго вругу. 
Рѣшеніе этой задачи съ помощію вычислешя не представіяеть никакого 

затрудненія, потому что, означая радіусъ круга чрезъ Е и сторону равно- 
веіикаго ему квадрата чрезъ х, имѣемъ хг — п1^\ сіѣдов. 

ж = ДІ/1І = ДѴзЛІШШи^ Д.1,7724518,.., 

й потому можно всегда опредѣлить х съ достаточною точностью. 

Но обыкновенно разумѣютъ подъ квадратурою круга построеніе ква¬ 
драта равновеликаго кругу, употребляя для этого только линейку и цир¬ 
куль. Въ этомъ смыслѣ квадратура круга иевозможпа, истому что нельзя 
аостронть ирраціональное число я; она притомъ и безполезна, потому 
что, какъ сказано, можно съ достаточною точностію опредѣлить сторону 
квадрата равновеликаго данному кругу *). 

Мпо.тество попытокъ, сдѣланныхъ для нахожденія квадратуры круга,— 

аопытовъ, сопрягавшяхся съ большою тратою времени и умственныхъ сидъ, 
аридалн этому вопросу большую извѣстность. Чтобы остановить безполезныя изы¬ 
сканія по этому предмету, ученыя учрежденія согласндись не принимать на раз- 
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Хотд квадратура круга есть задача пѳвозможиая въ строгонъ сігасдѣ, 

одпаво можно рѣшить ѳѳ ириблизитѳльно а притомъ съ іфибдижѳшемъ, 
которое болѣе нежели достаточно для всѣхъ приложеній. 

Изъ уравпенія а?* = я Л* находимъ-= 
‘/аЛ’ 

отсюда, слѣдуетъ, что 

сторона квадрата равновеликаго кругу есть средняя нропорціоиальная 
между окружностью и половиной радіуса; с^^ѣд. вопросъ объ опредѣленіи 
% іфиводится къ нахожденію прямой линіи, равной окружности, или къ 
линіи равной 2я, если радіусъ круга примемъ за единицу. 

Предлагаемъ здѣсь нѣкоторыя приближенныя рѣшенія этой задачи. 

1. Сумма сторонъ равносторонняго треугольника и квадрата, вписанныхъ 
въ кругъ радіуса единицы, приблизительно равняется я. Въ самомъ дѣлѣ, 

сторона вписаннаго равносторонняго треугольника (§ 135) равна ^/3, а 
сторона вписаннаго квадрата (§ 133) равна /2; но 

1/3 4-^/2 = 3,148 

слѣд. сумма этихъ двухъ сторонъ равняется я съ точностію 0,01, т.-е. съ 
точностью отношенія, найденнаго Архимедомъ. 

охотрѣніе никакихъ разсужденій, относящихся къ этому вопросу, и это рѣше- 

віе имѣло желаемый успѣхъ: квадратурою круга стали заниматься съ тѣхъ поръ 
гораздо менѣе. 

Подобную же участь, какъ квадратура круга, имѣла задача: раздѣлить 
данный уголъ на три равныя части. Эта задача не можетъ бытъ 
разрѣшена геометрическимъ построеніемъ. Тѣмъ ие мепѣе она составляла пред- 
иетъ мпогочислепныхъ изслѣдованій геометровъ древняго и новаго времени. 

Моитукла въ сочиненіиНіяіоіге без гесЬегсЬеззиг Іа ^иаб^аіи^е (Іп сегсіѳ 
сосябщаегБ въ прябавлея/я тавже ясгорш гржтеящя угла. Всі ятяскааііг объ 
этомъ вопросѣ Приводятъ, какъ въ квадратурѣ круга, только къ приближешымъ 
рѣшеніямъ. 

Если въ безконечной нисходящей прогрессіи 
1—2 = Й + Й* + 2* • • • 

4 ’ 
то находимъ 

і=і+і. я л.~ л. 
1+і. 

л 

Это вираженіе показываетъ, какимъ образомъ можно, чрезъ послѣдовательное 
дѣленіе угловъ пополамъ, получить болѣе или менѣе приближенное раздѣленіе 
даннаго угла на три равныя части. Трисекція угла можетъ быть разрѣшена съ 
вомонбю высшей геометріи, напр. чрезъ пересѣченіе круга съ параболою; нѣ¬ 
которые же частные случаи, папр. дѣленіе прямого угла на три равныя части 
(зад. 122), могутъ быть разрѣшены я элементарной іеометріеа. 
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і. Принимая радіусъ вруга (черт. 234) равнымъ 1, проіюдѳмъ діаметръ 
АВ и отложимъ хорду ЛС=\ Опустивъ 
серпендикуіяръ 00 на хорду АС и проведя 
въ точкѣ А касательную АО у отложимъ иа 
ней часть ОР =ЬОА — Ь, и соединимъ точки 
Р и 5; тогда линія РВ равняется я съ точ. 

ностью 0,001 *). Въ самомъ дѣлѣ, проведя ли¬ 
нію В1 параллельно линіи РО, находимъ, что 
прямоугольные треугольники А ОЕ и В ОН, 

имѣющіе общій уголъ О и равныя гипотенузы, равны; слѣдовательно 

Изъ подобія же треугольниковъ ОАО и ВНО находимъ 

ѲА_ВН_ 1 
00 ВО~ 2 ’ 

слѣдов. ОА = ^^-, поэтому: 

ѲА^=0(Г‘ — 1 = 4:ѲАі~.1у или 4.ѲА^=ѲА^-{-1у 

п отсюда ѲА^ = Далѣе: 

РВ' = ЛВ^+Л1і^=^2^Г&-= — -1-)’ 

= 4 + 9+і 

Поэтому 

Слѣдов. я= РВ съ точностью 0,0001. 

3. Принимая радіусъ круга (черт. 235) равньгаъ I, продолжимъ діаметръ 

Черт. 235. 

АВ н проведемъ въ 
точкѣ В касательную 
на которой отложимъ 
часть5С=2, СВ^ 

и № = — . Со- 

единивъ ТОЧЕН Е и В 
съ центромъ, дѣлаемъ 
ВО = О В и прово- 

*) Эте построеніе принадлежитъ польскому Іадуиту Кохапскому (1683); оно 
отличается тѣмъ, что дѣлается однимъ раскрытіемъ циркуля. 
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ліігь линію Р(т параллельно линіи ЕО, тогда-^ равняется я еъ точ¬ 

ностью 0,000001 *). 

Въ самомъ дѣлѣ, 

Далѣе, изъ подобныхъ треугольниковъ ѲРВ и ОБЕ находивъ ^ 

ЕВ.ОБ 13І/146 13 —- 13 юлоал/іко?_ ЙООЧ1ЯЧО. 
и отсюда ЕВ^—0^“~5—6,2831839; 

РВ РВ 
поэтому-^ =3,141592; елѣдов. —= я съ точностью 0,000001. 

Это построеніе опредѣляетъ я съ такою же точностью, какъ отношеніе 
Меція. 

4. Яковъ Гедьдеръ, профессоръ въ Лейденѣ, далъ слѣдующее иостроеніѳ 
355 

я, основанное на отнопіепіи^^ • 

355 16 4* 
Замѣтимъ, что щ = 3 + = 3 4- Принявъ оадіусъ круга 

(черт. 236) равнымъ 1 и проведя два 
между собою перпендикулярныхъ діаме- 

■оа ЛВ и (тЛГ, отложимъ на радіусѣ 
7 

ОА часть ОВ = д, и соединимъ точки 

I) и (т. Если отложимъ на линіи О-В 
часть ЕѲ — Ѵа, опустимъ перпендику¬ 

ляръ ЕС на діаметръ ѲК, соединимъ 
точки С а В п проведемъ линію ЕР параллельно линіи СВ, наконеці, 

продолживъ діаметръ КС, отложимъ на немъ СН^ОР а КІ=ОК,—тогдл 
линія Ні равняется я съ такою же точностью, какъ отношеніе Меція. 

Въ самомъ дѣлѣ, изъ подобныхъ треугольниковъ ОВО и ѲЕС находимъ 

А 

в 
Черт. 236. 

= а изъ подобныхъ треугольниковъ ОВС п 
іхВ Сг и 
СЕ СР СЕ* СР 

— перемножая, находимъ но 

СЕР имѣемъ 

ев=ѵ,; = = 

*) Это построеніе принадлежитъ Шпехту. 
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едѣдов. 

I потому 

ОО.ѲЕі 
ѲВі '' 

] в« 4* 

‘724-8®’ 

НІ= ОІ+ЯО = ЗН- (?Я=34- 
7*48® Ч13‘ 

6. Ярннимая радіусъ круга (черт. 237) равнымъ единицѣ, проведемъ 
діаметръ ЛВ и въ точкѣ А 
касательную АВ; на радіусѣ 
ОВ отложимъ часть 00=2,1 

я опишемъ изъ С радіусомъ, 

равнымъ 4, окружность, ко¬ 
торая пересѣчетъ касатель¬ 

ную АВ, положимъ, въ точ¬ 

кѣ В. Если соединимъ точки 
В я В и положимъ, что ВВ 

иересѣчетъ окружность въ точкѣ Е, тогда линія АЕ будетъ сторона 
квадрата, равновеликаго кругу АЕВЕ съ точностью 0,00001 *). 

Въ самомъ дѣлѣ 

I 6 / 30 

Черт. 237. 

ЛХ>® = Х)С® —ЛС^ = 4®- 

ВВ^ = АВ^-\- ЛВ^ - = 4 + ^ = 
^ 36 ' 36 ■ 

Яо прямоугольные треугольники АВЕ и АВВ, имѣющіе общій уголъ В, 

подобны; слѣдов. 
АЕ АВ,_^АЕ* АВі _ЛЯ А^___ 
АВ ~ ВВ АВ‘ ~ ВІА 

I иотому 

ЛЯ* = - 
ВВ^ ^ ЯЯ2 "“'^‘671 “ 

2108 

671 ~ 
3,14158. 

Слѣдов. АЕ*=п съ точностью 0,00001; а такъ какъ площадь круга АЕВВ 
то АІ> равняется площади этого круга съ точностью 0,00001. 

^ § 184. Гиппократова луночка (Ьиппіа 
Нурросгаііз). Вписавъ въ кругъ ВМ.ЕР 
(черт. 238) квадратъ АВСВи построивъ на 
каждой изъ сторонъ его по полукругу, по¬ 

лучимъ фигуру, ограинчепную съ одной 
стороны кругомъ ВіИЯР, а съ другой че¬ 
тырьмя полукругами, опясанными на сторо¬ 

нахъ квадрата. Эта фигура называется 
Гиппократовою луночкою. Площадь этой 

Черт. 238. луночки равна площади квадрата АВСВ**). 

’) Это построеніе принадлежать Зоппеі. 

Замѣч. Это предложеніе, содержащее точную кваіфатуру криволинейной 
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Въ самомъ дѣлѣ, оспопыпгіясь на томъ, тго площади круговъ относятсл 
какъ квадраты ихъ радіусовъ или діаметровъ, находимъ, что полукругъ 
ЛЕВ относится къ полукругу ЛИС, какъ АВ^ къ АС^; а такъ какъ 
^0=ЛВ5Ч-БГ2=і2/1/?«, то полуісругъ ЛЕВ равенъ половипѣ полукруга 
ЛВС или квадрату АОВЬ. Если же отъ полукруга ЛЕВ и квадранта 
АОВЬ оттіисмъ но сегмопту АЬВ, то ваГідемъ, что часть АЕВЬ луночки 
равняется ЛОИ, т.-ѳ. четвертой части квадрата; слѣдов. вся луночка 
равна всему квадрату. 

§ 185. Опредѣленіе площади криволинейныхъ фигуръ. Пусть будетъ 
ЛИСЕ {черт. 239) фигура, ограничен- в 
нал кривымн линіями АВ, ВС, СЕ и 
ЕЛ. Для опредѣленія площади ея 
проведемъ произвольную линію ОХ/ 
ета линія называется осью, а пер¬ 

пендикуляръ, опущенный изъ какой- 
яибуль точки кривой на ось,—орди¬ 
натою. Проведя ординаты АМ, ВЫ, м (Х. N Р 

СР и Е^ изъ всѣхъ точекъ пере- Перт. 239. 

•сѣченія послѣдовательныхъ кривыхъ линій, внднмъ, что площадь АВСЕ 
выразится разностью 

{МАВЫ^-ЫВСР) — {МАЕЯ-\-дЕСГ). 

Когда ось пересѣкаетъ фигуру, то площадь ел выразится суммою пло¬ 
щадей, ограниченныхъ ординатами. 

Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что опредѣленіе площади фигуры, ограни¬ 

ченной какими-нибудь кривыми ^ сі в 
ЛИВІЯМИ, приводится къ опре¬ 
дѣленію плошали, ограничѳн- 

пой двумя ординатами АМ и 
ВЫ (черт. 240), осью ОХ и 
кривою АВ. Точное рѣшеніе 
этого вопроса не всегда воз- О 
можно, даже съ помощію выс¬ 

шей математики, но можно 
-опредѣлить площадь по приближенію съ желаемой точностью. Раздѣлимъ 
МЫ на значительное число равныхъ промежутковъ Мс, сЛ, йе,.. (д, дЫ; 
пусть будетъ длина каждаго изъ нихъ сі, а число всѣхъ промежутковъ п. 
Проведя ординаты Ос, В<і, Ее,.., замѣтимъ, что если точки А, С, V... 

фигуры, приписывается греческому геометру Гиппократу жэъ Хіоса (450 л. 
до Р. X.). Подъ вменемъ луночки разумѣютъ вообще фигуру, отраничеиную 
двумя дугами, обращенными въ одну сторону 

Черт. 240. 
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весьма близки между собою, то дуги АС, СВ, ВЕ... будутъ ма.то отли¬ 

чаться отъ прямыхъ линій, и вся кривая АВ близко ыодходитъ къ много¬ 
угольнику, проходящему чрезъ точки А, С, В... С, В. Означимъ пло¬ 

щадь, ограниченную этимъ многоугольникомъ, чрезъ М н ординаты АМ, 
Сс, Вй... Од, ВN чрезъ у^, уі, у*... у„_я, у„_і, у„; тогда; 

(Уо + 2/і) "2 “Ь (у* 2/2) ^ + (Уз + Уз) 2‘" 

-{- (Уп—3 + Уп—і) 2 (у-1—1 + У«)^ 

= + Уі +Уз”- +Уп—з + Уп— 

~ і^Уо +Уі +Уз— +У»—1 +Уп — “'2”^'^ 

Такъ какъ М приблизительно равняется площади, ограниченной кри¬ 
вою АВ, то заключаемъ, что плоги,адь ограниченная какой-нибудь к'ри- 
чой, раеняегпся приблизительно промежутку между двумя послѣдова- 
тельными ординатами, умноженному на сумму всгьхъ ординатъ, умень- 
чиенную полусуммою крайнихъ ораинатъ. 

Задачи. 

206. Опредѣлить отношеніе двухъ центральныхъ угловъ, которыхъ дуга 
суть А' н 5і, а радіусы г а 

207. Опредѣлить площадь круга, котораго діаметръ равенъ 43,6 фут. 

208- Опредѣлить площадь круга, котораго окружность равна 84,6 фут. 
209 Радіусъ экватора равенъ 6376984 метрамъ; какое пространство про¬ 

ходитъ каждая изъ его точекъ въ секунду? 
210. Діаметръ заднихъ колесъ кареты равенъ 1,2 арш. и діаметръ пе¬ 

реднихъ 0.8 арш.; сколько разъ обернутся колеса, когда карета проходитъ- 

пространство одной версты? 
211. Опредѣлить длину дуги въ 1802б', которой радіусъ равенъ 0,92 фут. 
212 Подъ широтою 470 длина каждаго градуса долготы, т.-е. каждаго 

градуса параллельнаго круга, равна 75782 метрамъ; опредѣлить радіусъ 
этого параллельнаго круга. 

213. По дааиому радіусу г, данной дугѣ в н соотвѣтствующей хордѣ 
опредѣлить площадь сегмента. 



214. Опредѣлить діаметрі. круг» равновеликаго квадрату, котораго сто¬ 

рона равна 60 фут. 
215. Опредѣлить радіусъ круга, котораго площадь увеличивается на 

100 квадр. фут., когда радіусъ его увеличивается на 1 футъ. 
216. Опредѣлить площадь сектора, котораго уголъ равенъ 75®, а радіусъ 

равенъ 10 ф. 
217. Уголъ сскто})а равенъ 43®3'18", а площадь равна 10000 квадр. фут.'; 

опредѣлить радіусъ сектора. 
218. Опредѣлить радіусъ круга, равновеликаго суммѣ нѣсколькихъ кру 

говъ, которыхъ радіусы суть Гі, Гі, Гз... 
219. Опредѣлить радіусъ круга равновеликаго разности двухъ круговъ. 

Которыхъ радіусы суть г^. 
220. Опредѣлить четыре круга, которыхъ сумма равна кругу радіуса г 

в которыхъ радіусы относятся между собою какъ т: и: р: д_. 
221. Раздѣлить площадь круга, котораго радіусъ равенъ г, копцентри- 

чѳскими окружностями на т равныхъ частей. 
222. Изъ двухъ концентрическихъ круговъ площадь меньшаго круга 

равна А*, а разность радіусовъ двухъ круговъ равна Ф, опредѣлить пло¬ 
щадь, заключенную между втимн двумя кругами. 

223. Даиы двѣ концентрнческнхъ окружности; построить кругъ, равно¬ 
великій площади, заключенной между двумя данными окружностями. 

Г9 А. Дэвяловъ. Геометрія. 



■ЧСА-СТЪ II. 

СТЕРЕОМЕТРІЯ. 

ГЛАВА I. 

О ЛИНІЯХЪ и плоскостяхъ въ ПРОСТРАНСТВЪ. 

Опредѣіеяіе поіогенія плоскости. Ливіи, перпендикулярныя къ плоскости. 
Линія, нарадлѳльныя между собою- Линіи, параллельныя плоскости. Пло 

скости, параллельныя между собою. Задачи. 

Опредѣленіе положенія плоскости. 

§ 186. Плоскостью называется такая поверхность, съ которою 

совпадаетъ всякая прямая, имѣющая съ ней двѣ общія точки (см. 

Введеніе). Нзъ этого опредѣленія слѣдуетъ, что прямая линія пере¬ 

сѣкаетъ плоскость не болѣе какъ въ одной точкѣ, потому что при 

двухъ общихъ точкахъ вся прямая совпадаетъ съ плоскостью. 

Точка пересѣченія прямой съ плоскостью называется иногда осно- 

ваніемъ 7грямой. 

§ 187. Теорема. Черезъ три точки Л, В и С, не леоісащіл 

на одной прямой, можно провести только одну плоскость. 

Докаа. Проведя плоскость чрезъ линію, которая соединяетъ точки 

Л ті В^ можно вообразить, что плоскость обращается около этой 
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линіи до тѣхъ поръ, пока не встрѣтитъ тотаі С; сжѣдов.,чрезъ трв 

точки можно всегда провести плоскость. 

Но болѣе одной плоскости чрезъ три точки .4, В и С, не лежа¬ 

щія на одной примой, провести нельзя. Бъ самомъ дѣлѣ, вообразимъ 

чрезъ точки А, В ж С (черт. 241) плоскость и на этой плоскости 

какую-нибудь прямую линію положимъ, 

что эта прямая пересѣкаетъ линіи ВЛ и ВСъъ 

точкахъ тип. Если бы возможно было про¬ 

вести чрезъ тѣ же точки В ж С еще дру- ^ 

гую плоскость, то въ этой послѣдней лежали 

бы линіи АВ и АС; слѣдов., точки тип, т.-е. Черт, 241. 

вся линія ^?і), такъ что вся линія, лежащая въ первой плоскости, 

лежала бы также и во второй, а это значить, что обѣ плоскости 

совпадаютъ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1. Три точки, не лежащія на одной прямой, опредѣляютъ поло- 

жепіе плоскости въ пространствѣ. 

2. Такъ какъ положеніе прямой линіи опредѣляется двумя точиами, 

то прямая линія м точка, лежащая внѣ ея, опредѣляютъ положеніе 

плосиости. 

В. Двѣ пересѣкающіяся прямыя опредѣляютъ положеніе пло* 

скости. 

4. Такъ какъ двѣ параллельныя линіи, по опредѣленію, лежать 

въ одной плоскости, а положеніе ихъ въ этой плоскости опредѣ¬ 

ляется тремя точками, то рѣ параллельныя линіи опредѣляютъ по 

ложеніе плоскости. 

5. Пересѣченіе рухъ плоскостей есть прямая линія, потому что 

если бы въ пересѣченіи ихъ были хоть три точки, не лежащія на 

одной прямой, то обѣ плоскости совпали бы. 

13* 
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Линіи, перпендикулярныя к'Ъ плоскости. 

§ 188. Теореиа. Если прямая перпендикулярна къ двумъ ли¬ 

ніямъ, проведеннымъ чрезъ ея о(тован{е на плоскости, то она пер¬ 

пендикулярна также ко всякой другой линіи, проведенной чрезъ ея 

основаніе на той же плоскости. 

Положимъ, что линія РО (черт. 242) пер¬ 

пендикулярна къ двумъ линіямъ ОЛ и ОБ, 

проведеннымъ па плоскости NN чрезъ ея 

основаніе О; требуется доказать, что прямая 

РО перпендикулярна также ко всякой другой 

линіи ОС, проведенной иа плоскости МЕ 

чрезъ точку О. 

Доказ. Проведемъ на плоскости МЕ произвольную линію ЛБ, 

которая пересѣчетъ прямыя ОБ, ОС и 0.4 въ точкахъ Б, С и 

А\ затѣмъ, продолживъ линію РО по другую сторону плоскости, 

отложимъ на продолженія ея часть 0^—РО, и соединимъ точки 

.4, Б и С съ точками Б и Прямоугольные треугольники РОВ 

в §0Б, имѣющіе равные катеты, равны между собою; также равны 

и прямоугольные треугольники РОА и ^0Л\ слѣд.,РБ=^Б и 

РА=і^Л. Вслѣдствіе этого треугольники ВАР и ВА^^ имѣющіе 

три стороны соотвѣтственно равныя, равны между собою; слѣдов , 

^РАВ=я^^ЛВ. Изъ этого слѣдуетъ, что треугольники РАС и 

^АС равны, потому что имѣютъ общую сторону ^Си кромѣ того, 

по доказанному, РЛ=^А и /^РАС~_^(^АС\ слѣдов., РС=^^С. 

Наконецъ, треугольники РОС я ^ОС, имѣющіе общую сторону ОС 

в но построенію 0Р—0^., а по доказанному РС*=^С, равны; 

слѣдов., ^РОС=^$ОС, т.-е, линія РО перпендикулярна къ Ли¬ 

віи ОС, что и требовалось доказать. 

Мы предположили, что линія ОС (черт. 242) содержится вну¬ 

три угла АОВ\ ио доказапііая теорема справедлива м въ томъ 
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еаучаѣ, когда іинія ОС (черт. 243) лежитъ внѣ угла ЛОВ. Ві 

самомъ дѣлѣ, предполояаівъ, чю линія ОР 

перпендикулярна к'ь линіямъ ОБ и 0^, про¬ 

должимъ прямую 0Л\ тогда линія ОС лежитъ 

внутри угла ВОЛі., составленнаго двумя ди- 

ЕІяия, перпепдикулярнымикъ РО слѣд., іинія 

РО, по предыдущему перпендикулярна къ пря¬ 

мой ОС. 

§ 189, Лянія, перпендикулярная ко всѣмъ прямымъ, проведен 

нымъ на плоскости чрезъ ея оспованіе, называется перпендикуля¬ 

ромъ къ этой плоскости. 

Изъ предыдущаго § слѣдуетъ.^ что линія, перпендикулярная къ 

двумъ прямымъ, проведеннымъ на плоскости чрезъ ея основаніе, бу¬ 

детъ перпендикулярна въ самой плоскости. 
Если изъ какой-нибудь точки А (черт. 244) опустимъ перпенди¬ 

куляръ ЛАі на плоскость МN., то основаніе перпендикуляра 

называемъ проекціею точки А. Еслп же изъ 

двухъ концовъ Л ъ В прямой АВ опустимъ 

перпендикуляры АА^ и ВВ^ на плоскость 

МУ и соединимъ основапія этихъ перпенди- тіерт. У44. 

куляровъ, то прямая А^В^ называется 7іроекціею линіи АВ; это 

значитъ, что проекція прямой есть линія, соединяющая проекціи 

двухъ концовъ ея. 

Если одинъ конецъ А прямой АВ (черт. 245) лежитъ на самой 

плоскости, то, опустивъ изъ другого конца В аВ 

перпендикуляръ соединимъ точки А я / | 

— прямая ЛВ^ называется въ этомъ сіу* 

чаѣ также проекціею линів АВ. 245 

Для проведенія перпендикуляра къ плоско- ^ 

сти употребляется приборъ (черт. 246), со- || 

стоящій изъ рухъ прямыхъ угловъ АОС и 

АОВ^ соединенныхъ между собою общею сто- 

роною ОА. 
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§ 190. Тэорена. Во всякой точкѣ плоскости мооюно возстог- 

іить къ ней только одинъ перпендикуляръ. 

Пожожимъ, что линія ОЛ (черт. 247) нерпен- 

дикулярна къ плоскости требуется доказать^ 

что всякая другая линія ОВ., проведенная чрезъ 

основаніе О., не будетъ перпендикулярна къ пло¬ 

скости МN. 

Доказ. Если линія ОВ была бы перпендикулярна къ плоскости 

МN., то, вообразивъ чрезъ ОЛ я О В плоскость, положимъ, что 

она пересѣчетъ плоскость МN по линіи ОС; тогда углы ЛОО в 

вое были бы прямые, что очевидно невозможно (§ 5). 

А В 

Черт. 247. 

§ 191. Теорема. Изъ всякой точки, лежащей внѣ плоскости, 

можно опустить на нее только одинъ перпендикуляръ. 

-в Положимъ, что изъ точки В (черт. 245) опу- 

/ і щенъ перпендикуляръ БД на плоскость ЖІѴ; тре- 

буется доказать, что всякая другая линія ВА^ про¬ 

веденная чрезъ точку Б, не будетъ перпендику¬ 

лярна къ плоскости МИ. 

Черт. 245. 

Доказ. Если линіи ВА была бы перпендикулярна въ плоскости 

К^, то, соединивъ А и Бі, получили бы треугольникъ АВВ^^ 

шѣющій два прямыхъ угла ВАВ^ и АВ^В, что невозможно (§ 40,. 

елѣдств. 6). 

§ 192. Теорема. Чрезъ всякую точку прямой можно провести 

только одну плоскость, къ ней перпендикулярную. 

Доказ. Положимъ, что чрезъ точку С прямой 

АВ (черт. 248) можно было бы провести двѣ пер- 

пенркулярныя къ ней плоскости, м пусть будутъ 

СВ и СЕ лмніи пересѣченія этихъ плоскостей съ 

какой-нибудь плоскостью, проходящей черезъ ли¬ 

нію АВ\ тогда линіи СВ и СБ, лежащія въ одней плоскости, 

были бы обѣ перпенркулярны къ прямой АВ^ что очевидно не¬ 

возможно (§5). 

А 

Черт, 248. 
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Изъ этого предложепія слѣдуетъ, что всѣ линіи, проведенныя 

чрезъ одну и ту же точку прямой перпендикулярно въ ней ле¬ 

жатъ въ одной плоскости, потому что, если бы онѣ лежали въ 

различныхъ плоскостяхъ, то чрезъ одну и ту же точку прямой 

проходило бы пѣскольво плоскостей, къ ней перпендикулярныхъ. 

§ 193. Теорема. еслк^/ю точку, лежащую внѣ прямой^ 

иооюно провести только одну плоскость, къ ней перпендикулярную. 

Доказ. Положимъ, что чрезъ точку С (черт. 249) можно бы было 

провести рѣ плоскости, перпендикулярныя къ дипіи 

АВ., и пусть будутъ Е ж I) точки пересѣченія 

этихъ плоскостей съ прямой АВ.^ соединивъ точки 

Е ж В е,ъ точкою С, получили бы треугольпиігь 

ЕСВ., въ которомъ углы ВЕС и ЕВО были бы 

прямые, что очевидно невозможно. 

А 

Черт. 249. 

§ 194. Теорема. Если изъ точки^ лежащей внѣ плоскости 

проведемъ къ ней перпендикуляръ и наклонньия линія, то 1) п^- 

пендикуляръ короче всякой наклонной; 2) наклонныя, имѣющія рав¬ 

ныя проекціи, равны, и 3) изъ двухъ наклонныхъ .ѵш .ѵото/'ач 

имѣетъ большую проекцію, будетъ больше другой. 

Джаз. 1, Положимъ, чіо АР (черт. 250) есть перпендикуляръ, 
опущенный изъ какой-нибудь точки Л на 

мосиость ЛііѴ, а АЛ какая нибудь наиіон- 

ная; требуется доказать, что АЖД^АР, 

Соединивъ точки Р и В, составимъ прямо- 

угольпый треугольникъ АРВ, въ которомъ 

АВ есть гипотенуза; слѣд. АВуАР {§ 28). 

2. Пусть будутъ АВ е АП двѣ наклонпыя, которыхъ проекціи, 

РВ и РВ равны; требуется доказать, что ЛВ=:])^^ 

'Черт. 250. 
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прнмоугольншъ треугольника ЛРВ е АРВ имѣютъ общій, 

катетъ Ар и, кромѣ того, по положенію, 

РВ—РВ\ слѣдов. эти треугольники равны, 

а потому ЛВ=:АВ^ что и требовалось до- 

Черт. 250. 3. Пусть будутъ АС и ЛВ двѣ наклон¬ 

ныя, которыхъ проекціи РС и РВ не равны, и положимъ РВ'^РС\ 

требуется доказать, что АВ'у>АС. 

Соединивъ точки Б и (7 съ точкою Б, составимъ два прямо¬ 

угольныхъ треугольника АРВ и АРС^ которые имѣютъ общій ка¬ 

тетъ -4Р, но катетъ РВ по положенію больше катета РС\ слѣд, 

АВ'^АС (§ 65), что и требоиалось доказать. 

Изъ сказаннаго мы заключаемъ, что перпендикуляръ есть ират- 

чайшее разстояніе точки отъ плоскости, и поэтому разстояніе точки 

отъ плоскости измѣряется длиною перпендикуляра, опущеннаго изъ 
этой точки на плоскость. 

§ 195. Теорема. Линія, проведенная на плоскости чрезъ основа¬ 

ніе наклонной перпендикулярно къ ея проекціи, будетъ перпенди¬ 

кулярна и къ этой наклонной. 

Положимъ, что РВ (черт. 251) есть проекція прямой АВ на 

плоскости МN., и что линія СВ проведена па 

этой плоскости чрезъ точку В перпендикуляр 

по къ линіи РБ, требуется доказать, что ли¬ 

нія СВ перпендикулярна къ линіи АВ. 

черт. Доказ. Отложивъ на линіи СВ части ВС 

в ВВ равныя между собою, соединимъ точки С и Б съ точкамв 

Л и Б. Прямоугольные треугольники РВС и БББ, имѣющіе рав¬ 

ные катеты, равны; слѣдов. РВ = РС\ вслѣдствіе этого прямо¬ 

угольные треугольники АРВ и ^РС, имѣющіе общій катетъ АР в 

РС=рВ^ также равны, и поэтому АС=АВ. Пакопецъ, тре¬ 

угольники АВС и АВВ равны, потому что имѣютъ общую сто¬ 

рону ^Б и кромѣ того СВ=ВВ и А С=АВ. Изъ равенства 
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«тихъ треугольниковъ слѣдуетъ, что ^СВЛ=^ВВА^ т.-е. линія 

ЛВ перпендикулярна къ линіи СБ, что и требовалось доказать. 

Ливіи, параллельныя между собою. 

§ 196. Теорема. Если изъ двухъ параллельныхъ линій одна пер¬ 

пендикулярна къ плоскости, то и другая кг этой плоскости п^- 

пендикулярна. 

Положимъ, что линіи АВ к СВ (черт. 

252) параллельны между собою и прямая АВ 

перпендикулярна къ плоскости МЩ требуется 

доказать, что линія СВ также перпендику¬ 

лярна къ плоскости ЛІІѴ. Черт, 252. 

Доказ. Вообразимъ чрезъ линіи АВ и СВ плоскость и поло¬ 

жимъ, что она пересѣчетъ плоскость МЕ по линіи ВВ. Проведя 

па плоскости МЕ линію ЕС перпендикулярно въ линіи ВВ и со¬ 

единивъ точку В съ какой-нибудь точкою Е пряиой АВ, находимъ 

по § 195, что линія ЕѲ перпендикулярна въ прямой ЕВ. Вслѣд¬ 

ствіе этого линія БО, перпендикулярная къ двумъ линіямъ ВВ ш 

ВЕ^ лежащимъ въ плоскости АВВС^ будетъ перпендикулярна къ 
этой плоскости, а потому уголъ СВЕ будетъ прямой. Но вслѣд¬ 

ствіе параллельности линій АВ и СВ прямая СВ перпендикулярна 

къ линіи ВБ, а такъ какъ по доказанному эта же линія СВ пер¬ 

пендикулярна къ прямой ЕС, то она перпендикулярна къ плоскості 

ЛШ (§ 189). 

§ 197. Теорема. Двп. линіи., перпендикулярныя къ одной плоско¬ 

сти, параллельны между собою. 

Положимъ, что линіи АВ и СВ (черт. 252) перпендкиулярны къ 
плоскости требуется доказать, что этн линіи параллельны 

между собою. 

Докаэ. Если бы липіп АВ и СВ не были параллельны, то во- 
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образкмъ чрезъ точку В линію параллельную прямой СБ; эта лм 

НІЯ но предыдущему § будетъ перпендикулярна къ плоскости ЖІѴ, 

I такимъ образомъ въ точкѣ В получили бы два перпендикуляра 

къ плоскости МN. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что такъ какъ рѣ параллель¬ 

ныя лмніи лежатъ всегда въ одной плоскости, то всякая прямая 

іинія и проекція ея лежатъ въ одной плоскости. 

§ 198. Теорема. Деѣ линіи Л и В, параллельныя третьей ли- 

ніи С, параллельны между собою. 

Дока$. Вообразимъ плоскость перпендикулярную въ прямой С и 

замѣтимъ, что по § 196 линіи ^ и Б перпендикулярны къ этой 

плоскости; слѣдов. линіи ^ и Б, какъ перпендикуляры къ одной и 

той же плоскости, параллельны между собою. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что если рѣ пересѣкающіяся 

плоскости АВРЕ и ЕСВЕ (черт. 253) проходятъ 

чрезъ параллельныя лиліи АВ и СБ, то линія 

пересѣченія ЕЕ етихъ плоскостей также парал- 

Черт. 253. лельна этимъ линіямъ. 

Въ самомъ дѣлѣ, проведя чрезъ какую-нибудь точку линіи ЕЕ 

пртмую, параллельную АВ., иайдеиъ по предыдущему, что эта пря¬ 

мая параллельна линіи СВ\ слѣдов. она лежитъ какъ въ плоскости 

ЕАВЕ., такъ и въ плоскости ЕСВЕ, и сливаетси поэтому съ ли¬ 

ніей пересѣченія этихъ плоскостей. 

Линіи, параллельныя плоскости. 

§ 199. Ливіи в плоскость, которыя не встрѣчаются, сколько бы 

ихъ ни продолжали, называются параллельными. 

Изъ этого слѣдуетъ: 



1. Линія АС и 7глоГ7(ость (черт. 254), перпендикулярныя 

къ одной и той же прямой АВ, парал¬ 

лельны между собою, потому что если бы 

прямая АС вс!рІ'>тилась съ плоскостью Д/ІѴ, 

то паъ точки ихъ встрЬ'іи можпо было бы 

опустить перпендикуляра на лппію АВ. Черт. 254. 

2. Линія АВ (черт. 255), параллельная прямой СВ, леоюащей 

еъ плоскости МК, будетъ параллельна 

салюй плоскоепт МN., потопу что АВ.^ 

находясь съ своею параллелью СВ въ 

орой плоскости, мозкет'ь встрѣтиться съ 

плоскостью М1Я пе ппаче, какъ пересѣкаясь съ своею парал¬ 

лелью СВ., 

А--в 

Черт. 255. 

3. Всякая плоскость АВВС (черт. 256), проходящая чрезъ 

прямую АВ, параллельную плоскости МN.^ 

пересѣчетъ эту послѣднюіо по линіи СВ 

параллельной прямой АВ., потому что пря¬ 

мая АВ^ находясь съ линіею СВ въ одной 

плоскости, можетъ съ пею встрѣчаться 

ае. апача, капъ паресѣкапсь съ плос¬ 

костью ЖіѴ. 

Черт. 256. 

4. Прямая АВ (черт. 257), параллельная двумъ пересѣкаю¬ 

щимся плоскостямъ МП и ВВ, параллельна 

ихъ пересѣченію СВ. Въ самомъ дѣлѣ, во¬ 

образивъ плоскость чрезъ линію АВ и какую- 

нибудь точку С линіи пересѣченія, заклю¬ 

чаемъ по предыдущему (3), что эта плоскость 

пересѣчетъ МП и РВ по линіямъ, параллельнымъ прямой АВ^ і 

такъ какъ эти линіи проходятъ чрезъ точку С, а чрезъ точку О 

можпо провести только одпу линію, параллельную прямой АВ^ то 

Черт. 257. 
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вти линіи сливаются между собою и совпадаютъ съ линіею СВ\ 

слѣд. линія СВ будетъ параллельна линіи АВ. 

§ 200. Теорема. Линія, параллельная плоскости, находится оть 

нея на всемг своемъ протяженіи на рав7іомъ разстояніи. 

Черт, 256, 

Пусть будетъ АВ (черт. 256) линія, 

параллельная плоскости опустимъ 

изъ какихъ-нибудь точекъ этой линіи 

А а В перпендикуляры АС ъ В В на 

плоскость МN\ требуется доказать, что 

Аа=ВВ. 

Доказ. Замѣтивъ, что линіи АС е ББ, какъ перпендикуляры къ 

плоскости ЛГІѴ, параллельны, вообразимъ чрезъ эти линіи плос¬ 

кость; по § 199, слѣдств. 3, линія пересѣченія СВ этой плоскости 

съ плоскостью параллельна прямой АВ'^ изъ этого слѣдуетъ, что 

АС=БВ (§ 37). 

Плоскости, параллельныя между собою 

§ 201. Плоскости, которыя не встрѣчаются, сколько бы ихъ ни 

продолжали, называются параллельными. 

Изъ этого слѣдуетъ', 

1. Двѣ параллельныя плоскости МК и (черт, 258) пере¬ 

сѣкаются третьею плоскостью АЕ по ли- 

німъ АВ и СВ, параллельнымъ между со¬ 

бою, потому что эти линіи, находясь въ од¬ 

ной плоскости АЕу на всемъ своемъ продол¬ 

женіи не могутъ встрѣчаться, иначе и плоо* 

Черт. 258. кости МЕ й В^ в’стрѣтились бы. 
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2. Двѣ плоскости МК и (черт. 259), перпенЬикулярньия «» 

прямой АВ, параллельны между собою. 

Въ самомъ дѣлЬ, если бы эти плоско¬ 

сти встрѣтились, то, проведя чрезъ ли¬ 

нію АВ и чрезъ какую-нибудь точку Е 

ихъ пересѣченія плоскость САБВЕ^ 

паіпли бы, что изъ точки Е опущены ра перпендикуляра ЕСА я 

ЕВВ на линію АВ. 

3. Прямая АВ (черт. 259), перпендикулярная къ одной изъ 

двухъ параллельныхъ плоскостей ЗШ и Р^, перпендикулярна 

также и къ другой. Въ саломъ дѣлѣ, предположивъ, что линія АВ 

перпендикулярна къ плоскостп и проведя чрезъ эту линію ка¬ 

кую-нибудь плоскость СМ_В7), найдемъ, что линіи .4 (7 и ББ парал¬ 

лельны между собою, какъ линіи пересѣченія двръ параллельныхъ 

плоскостей третьего плоскостью; а такъ какъ линія АВ перпепр- 

кулярна къ прямой АС., то опа перпендикулярна также къ прямой 

ВВ. Подобнымъ образомъ можно доказать, что прямая АВ перпен¬ 

дикулярна ко всякой прямой, проведенной чрезъ ея основаніе на 

плоскости Р^. 

4. Чрезъ данную точку А (черт. 259), мооюно провести только 

одну плоскость., параллельную данной плоскости Р^., потому что 

если бы возможно было провести чрезъ точку А двѣ плоскости, 

параллельныя плоскости то, вообразивъ линію АВ., перпенди* 

кулярную къ плоскости Р^^ нашли бы, что линія АВ перпендику¬ 

лярна къ двумъ плоскостямъ, прохорщимъ чрезъ одну и ту же 

точку А., что противно § 192. 

Черт. 259. 

§ 202. Теорема. Двѣ плоскости параллельны, когда двѣ пере^ 

аькающіяся линіи, лежащія въ одной, соотвѣтственно параллельньг 

двумъ пересѣкающимся линіямъ, лежащимъ въ другой. 
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Положимъ, что линіи АВ и АС (черт. 

260), въ плоскости лежащія, соотвѣт¬ 

ственно параллельны лиліямъ ВЕ и ВЕ^ 

въ плоскости ЖК лежащимъ; требуется 

доказать, что плоскости МЕ и парал¬ 

лельны. 

Доказ. Возставимъ изъ точки А пер¬ 

пендикуляръ къ плоскости и пусть опъ пересѣчетъ плоскость 

ЪШ въ точкѣ О. Проведя въ плоскости ЖІѴ чрезъ точку О линіи 

ОЬ в ОР, соотвѣтственно параллельныя линіямъ Т)Е и ВЕ^ нахо¬ 

димъ по § 198, что ОВ II АВ в ОН || АС. Но какъ по предположе¬ 

нію утлы ОАВ и О АС прямые, то углы АОВ и АОН также 

прямые, а потому линія АО перпендикулярна въ плоскости МВ. 

Изъ этого слѣдуетъ (§ 201, слѣдств. 2), что плоскости МВ и 

вараллельиы. 

§ 203. Теорема. Параллельныя линіи, заключенныя между дву¬ 

мя параллельньіми плоекостями, равны ме- 

окду собою. 

Положимъ, что АВ и СВ (черт. 261) 

отрѣзки двръ параллельныхъ линій, заклю- 

чепиые между двумя параллельными плоско¬ 

стями МВ и требуется доказать, что АВ=СВ. 

Доказ. Проведя плоскость чрезъ линіи АВ и (Л), положимъ, что 

АС и ВВ суть линіи пересѣчепія этой плоскости съ плоскостями 

МВ в Р^. По § 201, слѣдств. 1, линіи АС и ВВ параллельны 

между собою, в потому АВ в СВ., кавъ отрѣзкк параллельныхъ 

между параллельными, равны (§ 37). 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что двѣ параллельныя плоско¬ 

сти на всемъ своемъ протяженіи находятся на равномъ разстоя¬ 

ніи другъ отъ друга., потому что перпендикуляры, ояушенпые нзъ 

какихъ-нибудь точекъ одной плоскости на другую, параллельны, 

ілѣдов., по предыдущему, равш между собою. 

Черт. 261. 

Черт. 260. 
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§ 204. Теорема. Углы съ параллельными сторонами, обра\ценг- 

ные своими отверстіями въ одну сторону, равны и лежатъ въ пл- 

раллельныхъ плоскостяхъ. 

Положимъ (черт. 262), что ВА\\ ЕВ и БС||.Е2^, 

требуется доказать, что утлы АВС и ВЕЕ равны 

между собою, предполагая, что эти утлы находятся въ 

различныхъ плоскостяхъ. 

Дока5. Отложимъ, па сторонахъ двухъ угловъ Б.4= 

ЕВ и ВС=ЕЕ и соединимъ точки А,ВъС(^ъ точками 
Черт. 262. 

В, Е ъ также точку А еъ точкою С и точку В съ точкою Р. 

Таігь какъ линія АВ равна и параллельна линіи ЕВ и линія ВС 

равна и параллельна линіи ЕР, то (§ 37. слѣдств.) линія равна 

и параллельна линіи ВЕ, и линія СР равна и параллельна этой 

же линіи ВЕ, и потому АВ и СР равны и параллельны между 

собою. Изъ этого слѣдуетъ, что АС=ВР. Замѣтивъ теперь, что 

въ треугольникахъ АВС ж ВЕРт положенію АВ=ЕВ и ВС=ЕР, 

а но доказанному АС=ВР, заключаемъ, что эти треугольник!! 

равны; слѣд. ^АВС=^ВЕР. 

Очевидно, что плоскости рухъ угловъ АВС и ВЕР по § 202 

параллельны. 

§ 205. Теорема. Три параллельныя плоскости разсѣкаютъ 

какія-нибудь двѣ прямыя на части пропорціо¬ 

нальныя. 

Положимъ, что какія-нибудь рѣ линіи АВ и 

СВ (черт. 263) пересѣчены тремя параллельными 

плоскостями МР, Р^ и требуется доказать, 

что 

АЕ СР 

ЕВ ~ РВ Черт. 263. 

Доказ. Проведя линію АН параллельно линіи СВ, проведемъ 

чрезъ АВ и АН плоскость, которая пересѣчетъ пдоскостз 
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в по линіямъ ЕѲ и ВП^ параллельнымь между собо»; 

елѣд. 

ЛЕ_ АО 

ЕБ^ он' 

а таяъ какъ ЛО=СЕ и ОН—ЕВ (§ 203), то 

АЕ СЕ 

ЁВ~Ш 

Задачи. 

224. Изъ точки Л, лежащей иа плоскости МН, возставитъ въ ней 
верпендивуляръ. 

225. Изъ точки О, лежащей внѣ плоскости ЫЕ, опустить ва нее пе^)- 

вендивуллръ. 
226. Чрезъ точку О провести линію, параллельную линіи АВ. 
227. Чрезъ точку О провести линію, параллельную нлоскостн МН. 
228. Чрезъ точку О провести плоскость, перпендикулярную къ линіи АВ 
229. Чрезъ точку О провести плоскость, параллельную двумъ прямымъ 

АВ й МН, лежащимъ въ разныхъ плоскостяхъ. 
230. Чрезъ прямую ЛВ провести плоскость, наралдельную прямой МН^ 
231. Чрезъ точку О провести плоскость, параллельную плоскости МН. 
232. Найти кратчайшее разстояніе двухъ прямыхъ АВ и МН, 



ГЛАВА П. 

Об-ъ углахъ, образуемыхъ плоскостями. 

Уголъ двухъ линій и уголъ линіи съ плосвостъю. Углы двугранные. Углы 
многогранные. Равенство и стшметрія тригранныхъ угловъ. 

Уголъ двухъ линій и уголъ линіи съ плоскостью. 

§ 206. Угломъ двухъ лппій АВ и (70 (черт. 264), не лежащихъ 

въ одной плоскости, называется уголъ МОN, 

составленный двумя линіями ОМ и 0N^ 

которыя проведены изъ какой-нпбудь точ¬ 

ки О параллельно линіямъ АВ и СО. Оче¬ 

видно, что изъ какой бы точки ни про- о-- 

водили линіи, параллельныя къ АВ и С7), 

уголъ между ними всегда одинъ и тотъ же (§ 204). 

Угломъ линіи ЛВ съ плоскостью МN (черт. 265) пяаываетсн 

уголъ ВАС^ составленный этой линіею съ ея 

проекціею АС. 

Если чрезъ основаніе линіи ЛВ проведемъ на 

плоскости МN произвольпую линію ЛВ^ возь¬ 

мемъ АВ=^ЛС и соединимъ точки и Б, то 

треугольники СЛВ и ВЛВ будутъ имѣть общую сторону ЛВ и 

ЛС==АВ., но сторона ВВ болѣе стороны Б С, потому что линія 

БСпо положенію перпендикулярна къ плоскости МN\ слѣдов. уголч. 

ВЛВ больше угла ВАС (§ 17); ето значитъ, что уголъ ВАС ме¬ 

нѣе всякаго угла, составленнаго прямой А В съ какою-нибудь ли¬ 

ніею, проведенною на плоскости NN чрезъ ея основаніе. 

и 

Я 

Черт, 265. 

к. Давамаъ Гапматрія. 
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Двугранные угяы. 

часть пространства, находящаяся между 

румя пересѣкающимися плоскостями ЛВСВ и ЛВЕ 

(черт. 266), называется двуграннымъ угломъ\ пло¬ 

скости АВСВ и АВЕ называются сторонами^ а ли¬ 

нія пересѣченія ихъ АВ—ребромъ или вершиною 

его. 

Двугранный уголъ означается четырьмя буквами 

САВЕ^ поставленными въ такомъ порядкѣ, что бук¬ 

вы, означающія ребра, ставятся между двумя другими буквами. 

Если изъ какой-нибудь точки М ребра АВ проведемъ къ нему 

нерпендикуляры МЬ и МN, лежащіе соотвѣтственно въ плоскостяхъ 

АС и АЕ^ то уголъ составленный этими перпендикулярами, 

называетси линейнымъ угламъ двуграннаго утла. 

Плоскость, проходящая чрезъ линіи МЬ и ІЮГ, будетъ перпенди¬ 

кулярна къ ребру АВ (§ 189); елѣдов. линейный уголъ образуется 

также пересѣченіемъ сторонъ двуграннаго угла плоскостью, перпев- 

івкулярною къ ребру его. 

Линейные утлы, построенные въ различныхъ точкахъ ребра, рав¬ 

ны между собою, потому что стороны этихъ угловъ перпендикулярны 

къ ребру двуграннаго утла, и вслѣдствіе этого соотвѣтственно па¬ 

раллельны. Изъ этого слѣдуетъ, что для каждаго двуграннаго утла 

линейный уголъ есть величина постоянвая. 

При пересѣченіи рухъ плоскостей образуется четыре руі^анныхъ 

угла, которые, по аналогіи съ плоскими углами, попарно называютск 

емеоюными и противоположными. 

Когда ра смежныхъ ругранпыхъ утла равны между собою, то 

каждый изъ нихъ называется прямымъ, а плоскости, образующія 

его,—перпендикулярными. 
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§ 208. Теорема Двугранные уілы равны, когда линейные углы 

ихъ равны. 

Пусть будутъ от и 8ТІ' (черт. 267) линейные углы двугран¬ 

ныхъ угловъ І)ЛИІ'' и ЬМРИ, и положимъ, 

что ^СгВІ=/^8Т(І, требуется доказать, что 

я двугранные углы равны между собою. 

Доказ. Наложимъ двугранный уголъ ЬМРЕ 

на двугранный уголъ ВАВР такъ, чтобъ 

уголъ ВТЛ совмѣстился съ угломъ ОгНІ\ 

ребро МР совпадетъ съ ребромъ ЛВ., потому что каждое ребро 

перпевдикулярпо къ плоскости линейнаго угла; вслѣдствіе этого 

плоскость МО, совмѣстится съ плоскостью АС и плоскость МВ съ 

плоскостью АР, такъ что двугранный уголъ Ы1ГВ совпадетъ 

съ двуграннымъ угломъ ВАВР. 

Обратная теорема. Еслль двугранные углы ВАВР и ЬМРВ 

(черт. 267) равны, то линейные ихъ углы ѲНІ и ЗТЛ также 

равны. 

Доказ. Наложимъ двуграппый уголъ ЬМРВ па ругранный уголъ 

ВАВР такъ, чтобы стороны ахъ совпали м точка Т упала на 

точку Я; линія совпадетъ съ линіею ЯСг, потому что эти линіи 

лежатъ на сторонѣ руграннаго угла и перпендикулярны къ ребру 

«го; равнымъ образомъ линія ТВ совпадетъ съ линіею НІ\ слѣдов. 

уголъ ВТЛ совмѣстится съ угломъ ОиХ. 

Изъ предложенія этого § слѣдуетъ. 

1. Прямому двугранному углу соотвгътстпвуетъ и пря.чой лгъ- 

пейный уголъ, и наоборотъ. Бъ самомъ дѣлѣ, смежнымъ руграя- 

нымъ угламъ ВАВМ и САВМ (черт. 268) 

соотвѣтствуютъ смежные линейные углы ШКж 

ІНѲ, лежащіе въ плоскости, перпендикулярной 

къ ребру АВ\ когда же смежные ругранные 

утлы равны, то смежные линейные углы іойжѳ 

^авнм, и наоборотъ. 

с А О 

м 

'Терт. 268, 

•4' 
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2. Протгшположные д9угранньіе углы равны между со6он>. 

3. Двугранные углы сг параллельными сторонами равны меокду 

собою. 

§ 209. Теорема. Плоскость., проходящая чрезъ линію^ перпен-' 

дикулярную къ данной плоскости., будетъ перпен¬ 

дикулярна къ этой послѣдней. 

Положимъ, что плоскость (черт. 269) про¬ 

ходитъ чрезъ ЛИНІЮ АВ., перпендикулярпую къ пло¬ 

скости і/іѴ; требуется доказать, что плоскости Р^ 

и МП перпендикулярны между собою. 

Доказ. Проведемъ на плоскости МП линію ВС, перпендикуляр¬ 

ную къ линіи пересѣченія ^Е двухъ плоскостей. Такъ как'ь линія 

АВ по положенію перпендикулярна къ плоскости МП, то уголъ 

АВС прямой; но этотъ уголъ есть линейный уголъ двуграннаго угла 

I^Е^П; слѣдов. этотъ двугранный уголъ прямой 

Обратная теорема. Линія АВ (черт. 269), перпендикулярная 

линіи пересѣченія ^Е двухъ перпендикулярны-ть плоскостей и 

ЖУ и лежащая въ одной изъ нихъ Р^, будетъ перпендикулярна 

къ оруюй МП. 

Доказ. Проведемъ на плоскости МП линію ВС, перпендикуляр¬ 

ную къ линіи ^Е, тогда АВС будетъ линейный уголъ двуграннаго 

угла РЕО,П\ а такъ какъ по положенію этотъ ругранный уголъ 

прямой, то и линейный уголъ ЛВС пряной, и потому линія АВ. 

лерпендшсулярная ль румъ линіямъ фі? и ВО, перпендикулярна къ 

плоскости МП. 

Изъ предложенія этого § слѣдуетъ: 

1. Линія АВ (черт. 269), перпендикулярная къ одной изъ двухъ 

взаимно перпендикулярныхъ плоскостей МП, совпадаетъ съ другой 

плоскостью Р^, когда имѣетъ сг нею одну общую точку А, ПО- 
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■тому что, если бы йтогь перпендикуляръ не лежалъ на іглоскости 

Р^, то изъ точки А можно бы было, на основаніи предыдущей 

теоремы, провести еще другой перпендикуляръ къ плоскости З/ІѴ, 

что невозможні'. 

2. Если овѣ плоскости АВ и СВ (черт. 270) перпендикулярна 

.кг третьей плоскости МN, то и ли¬ 

нія пересѣченія ихъ АС перпендикуляр¬ 

на къ этой плоскости. Въ самомъ дѣ¬ 

лѣ, опустивъ изъ какой-нибудь точки 

линіи ЛС перпендикуляръ на плоскость 

МУ, найдемъ по предыдущему, что этотъ 

перпендикуляръ будетъ лежать какъ въ 

плоскости ЛВ, такъ и въ плоскости СВ\ слѣдов. сольется съ ли¬ 

ніею пересѣченія двухъ плоскостей. 

§ 210. Теорема. Если изъ какой-нибудь точки М (черт. 271), 

лежагцей внутри двуграннаго угла АВ СВ, .р 

спустимъ перпендикуляры МУ и МВ на 

етороны его, то уголь ВЗІУ, составлен- р 

ный зтими перпендикулярами, вмѣстѣ съ 

линейнымъ угломъ двуграннаго угла, рае- с 

няешея двумъ прячымъ. 
п 

Доказ. Если чрезъ линіи МВ и МУ ^ерт. 271. 

проведемъ плоскость, то эта плоскость по 

■§ 209 будетъ перпендикулярна къ плоскости ВВ и къ плоскости 

АС, слѣд. и въ линіи ихъ пересѣченія ВС (§ 209, слѣдств. 2). 

Изъ этого слѣдуетъ, что уголъ ВРУ, составленный пересѣченіемъ 

этой нлоскости съ плоскостями ВВ и АС, есть линейный уголъ 

івуграннага угла АВСВ\ а такъ какъ въ четыреугольникѣ РВЪІУ 

углы РВМ м РУМ прямые, то 

м 

Черт. 270. 

^ВРУ-І-^ВМУ=2(І. 
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§ 211 Теорема Дву^анные углы относятся усждѵ собою какт^ 

ихъ линейные углы. 

д Положимъ, что ЕІ^'О и І']^ 1\ О 

(черт. 272) линегшые углы дву- 

Е гранныхъ угловъ АВСВ и ^МNР\ 

требуется доназать, что 

АВСО ЕЕО 
^МNР ~ Е^Е^Ѳі 

Доказ. Положимъ, во-первыхъ^ 

что углы ЕЕѲ и Д^\Сгі соизмѣримы, и что линейный уголъ и 

содержится т разъ въ углѣ ЕЕѲ и п разъ въ углѣ Е^Е^^^, такъ 

что^^*^-- —Если вообразимъ руграеный уголъ аЪс(і, соот- 

вѣтствуюшій линейному углу «, то очевидно, что этотъ двугранный' 

уголъ будетъ содержаться т разъ въ двугранномъ углѣ АВСЕ ■ 

« разъ въ ругранномъ углѣ ЕМЕР^ такъ что 

Черт. 272. 

АВСР 

ЬЗШР 
т 

п 
; слѣдов 

ШЕР 

ЕЕѲ 

Положимъ, во-вторыхъ, что линейше углы ^СР и ЬСИ дву¬ 

гранныхъ угловъ АВСР и АВСЖ (черт. 273) 

несоизмѣриаы. Докажемъ, что иъ этомъ елучаЬ 

отеошешѳ не можетъ быть ни менѣа, 
ЛВСN 

Черт. 273. 

НМ болѣе отношеніа 
ІСР 

ІСІѴ' 

. ^ АВСР ^ВОР 
Въ самомъ дѣлѣ, если г» 

возьмемъ вмѣсто угла ВСЕ большій уголъ ЬСх тамъ, чтобы 

АВСР ЕСР „ _ гг.1^ 
АВСЁ^ Е^' уголъ ЕСР иа такое число равныхъ 

частей, чтобы каждая часть была меньше угла ІѴСс, тогда по 

крайней мѣрѣ одна изъ лишй дѣленія будетъ еодержахься между 

линіями СЕ и Ох. 
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Пусть будетъ С Л такая линія Если чрезъ 

эту ЛИНІЮ и р^бро ЛС проведемъ плоскость 

вег, то составится днуграпный уголъ АВСѴу 

котораго липейный уголъ ЬСІІ соизмѣримъ 

съ линейнымъ угломъ ЬСР^ и потому по 

предыдущему 

АВСР ВОР 

Авси ~^Тсхі' 

Раздѣливъ почленно эту пропорцію на допущенную нами про¬ 

порцію 

АВС^^ЬСВ 
АВС:N 

1 аходиагь пропорцію 

АВШ ЬСх 

АВСѴ ~~'ВСѴ' 

АВ Т, Ох 
яоторая не вѣрна, потому тто 1, а 1 

АВ С С' ВС и 

Изъ этого заключаемъ, что сдѣланное нами предположеніе 

АВСР .ВОР 

лвт < ТШ 

Подобнымъ же образомъ доказывается, что предположеніе 

АВОР ^ ВОР 
АВ&В ^'ВС^ невозможно, а изъ этого слѣдуетъ, чтв 

АВСР ВОР 

АВеВ] ВСВІ' 

Вслѣдствіе прооорціональяостз руграяныхъ я динейяыіъ угловъ, 

яослѣдше принимаются за мѣру первыхъ, и всякій ругранный уголъ 

обозначается числомъ градусовъ, содержащихеи въ его линейномъ 

углѣ. При такомъ обозначеніи мы должны орано помнить, что число 

градусовъ, содержащихся въ линейномъ углѣ, не представляетъ §е- 

личины руграннаго угла, но есть только число ему пропорціональ¬ 

ное. Напр., ругранный уголъ въ 38* 16' значитъ ругранный 

в А 

N \ 
р Х 

Черт. 273. 
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уголъ, который отпосизся къ прямому дв)транному углу какъ 38" 

16' къ 90“. 

§ 212. Изъ всѣхъ направленій, которыя прямая линія можетъ 

имѣть въ пространствѣ, одно заслуживаетъ особеннаго внмманш, а 

именно направленіе, принимаемое нитью, одинъ конецъ которой не¬ 

подвиженъ, а другой натинутъ какпмъ-нибудь тяжелымъ тѣломъ. 

Направленіе »то называется отвѣсной или вертикальной линіею. 

Плоскость, перпендикулнрпаа къ вертикальной линіи, называется 

іоризонталъной плоскостью.^ а всякая прямая, лежащая въ гори¬ 

зонтальной плоскости,—горизонтальной линіею. Поверхность воды, 

находящейся въ сосудѣ въ совершенномъ покоѣ, представляетъ го¬ 

ризонтальную плоскость. 

Плоскость, проходящая чрезъ вертикальную линію, называется 

9е}.)іникальной плоскостью. Очевидно, что всякая вертикальная пло¬ 

скость нерііендикулярна ко всякой горизонтальной плоскости (§ 209) 

и что ЛИНІЯ пересѣченія дв^тіъ вертикальныхъ нлоскостей есть вер¬ 

тикальная ЛИНІЯ. 

Нертикальныи лиліи и горизонтальныя плоскости имѣютъ обшир¬ 

ное нріиоженіе къ практикѣ, особенно въ иостройкахъ разнаго рода 

Многогранные угды. 

■і,' 213. Пеопредѣлепмая часть пространства, содержащаяся меж0 

нѣсколькими плоскостями А8В, В8С., С5І), 

В8Е и Е8А (черт. 274), пересѣкающимися въ 

одной точкѣ называется многограннымъ илв 

гтьлесгіъолъ у%ломъ\ точка 5 Называется вд)ши- 

ноіо, линіи иересЪченія плоскостей 5Б, 

8С... ребрами и углы А8В., В8С, 8СВ...., 

Черт. 274. составляющіе тѣлесный уголъ, — гранями илв 

плоскими углами многограннаго угла. 

Многогранный уголъ означается мли одною буквою, поставленною 

у вершины его, или этою буквою вмѣстѣ съ буквами, поставлен- 
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выми на ребрахъ; такъ, ііапр . многогранный уголъ (черт. 27^ 

означается иди чрезь .Ь' или чрезъ 8АВСВЕ. 

Тѣлесный )гол')> 6’ (черт. 275), составлен¬ 

ный Езъ трехъ плоскихъ угловъ А5В, В8С 

и С8А^ называется триграннымъ угломъ. 

Очевидно, что всякій хриграппый уголъ имѣ¬ 

етъ три двугранныхъ угла СА8В.^ АВ8С и 

ВС8А\ три плоскихъ и три 'двугранныхъ 

уі'ла называютса частями его. 

§ 214. Теорема. Во всякомъ тригранномъ 

два двугранные угла прямые, противогмлоЖ’ 

ные гшъ плоскіе углы также прямые. 

Положимъ, что въ триграпномъ углѣ 8АВС 

(черт. 276) руграппыѳ углы С8АВ и С8ВА 

прямые; требуется доказать, что плоскіе ^глы 

С8В и С8А также прямые. 

Доказ. Такъ какъ ребро 5С есть пересѣченіе двухъ плоскостей 

С8А м С5Б, по поіожеаш нерпепджкулярныхъ къплосиости 

то оио перпендикулярно къ этой плоскости (§ 209, слѣдств. 2), а 

потому углы С8А и С8В прямые. 

Обратная теорема. Если въ тригранномъ углѣ 8АВС (черт. 276) 

два плоскіе угла ею С8В и С8А прямые, то и противоположнш 

гшъ двугранные углы С8АВ и С8ВА прямые. 

Доказ. Такъ какъ по положенію углы 08В и С8А прямые, то 

лшпя 80 перпендикулярна къ плоскости А8В., и вслѣдствіе этого 

плоскости С8А и С8В перпендикулярны къ плоскости А8В (§ 209). 

Изъ предложенія этого § слѣдуетъ, что если въ тригранномъ углѣ 

всѣ двугранные углы его прямые, то и всѣ плоскіе его углы пря¬ 

мые, и наоборотъ. 

■5 

Черт. 275. 

углѣ, въ которомъ 

А В 
Черт. 276. 

.4 
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§ 215. Теорема. Вътригратшм7,~уілѣ кож. 

бий плоскій уголъ менѣе суммы двухъ с^ру' 

гихъ плоскихъ угловъ. 

Положимъ, что изъ трехъ плоскихъ угловъ, 

составляющихъ тркграаный уголъ 8АВС 

(черт. 277), уголъ ^.515 накбольпйй; тре¬ 

буется доказать, что Л8В<СІЛ8С-\-СЗВ. 

Доказ. Отложимъ на плоскости уголъ Б5І), равный углу 

I сдѣлаемъ 5І)=5С. Проведя черезъ точки V я С какую- 

нибудь плоскость, положимъ, что опа пересѣчетъ ребра 8А и 8В 

въ точкахъ А л В. Треугольники С8В и В8В имѣютъ общую сто¬ 

рону 8В и кромѣ того по построенію 8В=^8С а ^С8В=/^В8В, 

слѣдов. эти треугольниіш равны, и потому ВВ—ВС, в такъ какъ 

АІ)-{-ВВ<С.АС-\-СВ^ то АВ<^АС. Замѣтимъ теперь, что треуголь¬ 

ники А8В и А8С имѣютъ общую сторону -4.5 и кромѣ того 

8В=8С, но изъ этого слѣдуетъ, что уголъ-451) мень¬ 

ше угла .450 (§ 17). Сложивъ почленно неравенство АЗВС^АЗС 

съ равенствомъ В8В=С8В^ найдемъ АЗВ<!^АВС-\-С8В^ что и 

требовалось доказать. 

Если изъ обѣихъ частей этого неравенства вычтемъ по углу -45С, 

то получимъ 
С8В>А8В—Л8С, 

8 

О 

Черт. 277. 

Т.-ѳ. въ тригранномъ углѣ каокдый изъ плоскихъ угловъ болыис 

ровности двухъ другихъ угловъ. 

§ 216. Теорема. Сумма плоскихъ угловъ, 

составляющихъ многогранный уголъ, меныие 

четырехъ прямыхъ. 

Пусть будетъ ЗЛВСВЕ (черт. 278) мно¬ 

гогранный уголъ, составленный взъ плоскихъ 

угловъ А8В, ВЗСу С8В..., требуется до¬ 

казать, что 

-45Б-Ь55СЧ- 05Х>. .<44. 
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Доказ. Проведя какую-нибудь плоскость ЛВСВЕ, пересѣяаю- 

шуто ребра миогоіііаіпіаго угла въ точкахъ Б, С, I) и 

означимъ чрезъ И гумну плоскихъ угловъ, составляющихъ много- 

гранный уголъ, и чргзъ п число ихъ; тогда сумма угловъ тре¬ 

угольниковъ, вершины которыхъ сходятся въ .точкѣ 5, равняется 

а сумма угловъ многоугольника АВСВЕ равняется 2(іп—4і. 

Но такъ какъ каждая изъ точекъ А, Б, С... есть вершина тра- 

грапнаго угла, то по предыдущему § 

8АЕ-І-8АВУЕАВ] 8ВА-\-8ВСу АВС... 

Сложивъ почленно эти неравенства, получимъ 

8АЕ + 8АВ + С Н~... > ЕАВ АВС+... 

Но первая сумма равна 2іп—5, а вторая 

сумма ЕАВуАВС-\-... равна Ып—Аіі. слѣдов. 2Лп——АА 

или 2Ап-\-4Ау2(іпу 8, а отсюда 8<^Ы. 

§ 217. Теорема. Во всякомъ тртрашомъ углѣ 5ЛВС(чѳрт. 279) сул.яо 
двуіранни.і-ь уыовъ мепѣе Ы и боліье 2Л. 

Доказ. Опустивъ изъ вакой-нибудь точки О, лежащей 
внутри триграннаго угла, перпендикуляры ОЬ, ОМ и 
0.^ на стороны его А8В, А8Си В8С, получимъ при О 
тригранный уголъ О^МN, котораго плоскіе углы Ж ОБ, 
^0N и NОМ по § 210 служатъ дополненіями до 2д 
двуграннымъ угламъ С8АВ, С8ВА и А8СВ, слѣдов. 
сумма этихъ плоскихъ и двугранныхъ угловъ равна 
во сумма плоскихъ угловъ менѣе Ы (§ 216); слѣдов. сум¬ 
ма двугранныхъ угловъ менѣе 6с2 и болѣе 2^. 

Повторяя подобное же разсужденіе относительно какого-нибудь много¬ 
граннаго угла, составленнаго изъ п плоскихъ угловъ, найдемъ, что сумма 
его двугранныхъ угловъ менѣе 2йп, но болѣе 2<?п—-4й. 

§ 218. Если изъ какой-нибудь точки, лежащей внутри триграннато угла 
8АВС (черт. 279), опустимъ на плоскости А8В, А8С и С8Ь иерценді- 

куляры ОЬ, ОМ и ОВ", то при точкѣ О образуется тригранный уголь 
ОЬМЕ, который называется дополнительнымъ угломъ трнгранпаго угла .5. 

Вслѣдствіе того, что линіи ОВ и ОМ перпеяднкулярны п плоскостямъ 
А8В м А&С, плоскость ВОМ также перпендикулярна къ этимъ нлоск»- 

5 

с 

Черт. 279. 



— 220 

стямъ (§ 209), н поточу она перпендикулярна н къ линіи ихъ пѳресѣтѳнія 
Л8 (§ 209, слѣдст'в. 2); слѣдов. ребра триграяпаго угла 6’ соотнѣтсхвенно 
перпендикулярны къ плоскосіямъ триграннаго угла О. 

Изъ зтого мы заключаемъ, что если трнгранпнЛ уголъ О есть уголъ 
дополнительный для трпгранваго угла 8, то и наоборотъ, триграннмб 
уголъ 5 есть дополнительпый для триграннаго угла О. 

Равенство и симметрія тригранныхъ угловть. 

§ 219. Теорема. Еогоа два тригранныхъ угла имѣюгпъ плоскіе углы 
еоотвгьтстеенно равные, то и двугранные ихъ угли равны. 

Положимъ, что въ тригранномъ углахъ 8АВС, 8іАхВіСі (черт. 

^ А8В/.АіЗіВі, / АЗС / В8С~ ^ В^З^С^; требуется 
доказать, что двугранные уілы соогвѣтствеаио раввы между собою. 

л/Ч-—ХВ А 

'с /С, 

Черт. 280. 

,Хоказ. Сдѣлаемъ 8А = 8іАі и проведемъ чрезъ точки А ж А^ плоскоств 
САВ и СіАіВі, иерпендикулярныя къ ребрамъ ЗА и тогда ^САЬ 
н ^СіЛіБі б)дугь линейные углы двугранныхъ С8АВ м Сіі5і4,5і. Прямо¬ 

угольные треугольники .6*54 и .Вііі5і4|, въ которыхъ ЗА’^ВхАх и ^А8В= 

^АхЗхВх, равны, прямоугольные треутольвикн 45С н 4і*5іСі, въ кото¬ 

рыхъ 5і4 = 5'і4, и ^ А8С— ^ АхЗхСх, также равны: слѣдов. ЗВ=8хВх 
и 8С— ЗхСх- Вслѣдствіе этого треугольники В8С и Д5іСі, имѣющіе двѣ 
стороны и уголъ между ними равные, будугь равны. Изъ сказаннаго мы 
заключаемъ, что АВ=^АхВх, АС—АхС^ и ВС= ВхСх\ слѣдов. треуголь¬ 
ники АВС и АхВхСх равны между собою, м потому / ВАС= / 6,Л|С^ 
Но такъ какъ ВАС и ВхАхСх суть линейные углы двугранныхъ С8'4В и 
(7і5і4і6і, то эти двуграиыые углы равны между собою. 

Подобнымъ же образомъ доказывается равенство н другихъ двугран¬ 

ныхъ угдовъ. 

Когда ребра 56 н 8С перпендикулярны къ ребру 45, т.-е. когда два 
плоскіе угла 456 м 45С прямые, те плоскость С46 будетъ параллельна 



диніяігь ЯВ и 5С Кь нгому случаю доказатвѵтьство вшпеприведеииое ни 
прилагается, потому ч то плоскость, ироведенпая чрезъ точку А перпенди¬ 
кулярно къ ребру 5/1. 110 ін'ресі.чстся съ линіями 8В и 5С, но такъ какъ 
въ этомъ случаѣ іыоскіс углы ІіЯС и В^Я^С^ суть линейные углы двугран¬ 

ныхъ С8АВ и б’іЛѴ'і/'’о то равепстпо этихъ двугранныхъ угловъ слѣ¬ 
дуетъ прямо и,чъ рагіопс’іиа ихъ линейныхъ угловъ. 

§ 220. Теорема. тртранпыть і/г^а 8АВС и 8^А^ВіСі (черт. 280) 
равны, когда плоскіе у\.\ы равны и одинаково расположены. 

Доказ. Изъ равенства плоскихъ угловъ слѣдуетъ, по предыдущему §, 
что двуі'рапиые углы равны, и тригранные углы 8АВС и при 
наложеніи очевидно совпадутъ. 

Если тригранные углы 5И.5С и 5і.4х5іС’і (черт. 28І)'составлены изъ 
плоскихъ угловъ соотвѣтственно равныхъ, но расположенныхъ въ обрат¬ 

номъ порядкѣ, то двугранные ихъ углы по предыдущему § также соотзѣт- 

5 

Черт. 281, 

ственпо равны, но тригранные углы въ этомъ случаѣ ив могутъ бить со¬ 
вмѣщаемы. Трнгранннѳ углы, которые составлены изъ равныхъ пло¬ 

скихъ и двутраиныхъ угловъ, т.-е. которые имѣютъ всѣ части соотвѣт¬ 
ственно равныя, но вѳ вотутъ быть совмѣщаемы, называются симмл»- 

тричнымл!,. 

§ 221. Теорема. Два триіракныхъ уича ранни, когда иміьютъ по рав¬ 
ному двугранному уг.гу, заключенному между двумя соотвѣтственно рав¬ 
ными и одинаково рвеположенными плоскими ухла.чи. 

Доказ. Очевидно, что такіе тригранные углы при иаложеши совмѣ¬ 

щаются. 

§ 222. Теорема. Два шрихранныхь угла равны, когда и.мѣютъ по рав- 
цо.му плоскому углу, заключенному между двумя соотвѣтственно равными 
и одинаково расположенными двуіраннымг4 ухла.чи. 

Доказ. Очевидно, что такіе тригранные углы при наложеніи совмѣ¬ 

щаются. 

§ 223. Теорема. Два тригранныхъ угла 8АВС и 8^А^В^С^ (черт. 282) 
равны, когда двугранные ихъ углы соотвѣтственно равны и одинаково 
расположены. 
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Дока*. Пусть будутъ О^МN м 0^1і\МхЩ донолнитоіі.иыѳ угіы трв- 

травныхъ к і8^і. Такъ какъ двугранные угдн тригранныхъ и по но- 

Черт. 282. 

южѳнію соотвѣтственно равны, то піоскіѳ углы тригранныхъ угловъ О в 
Ох такаю равны и потону самые тригранныѳ углы О л 0\ равны между 
собою (§ 220). Изъ равенства этихъ тригранныхъ угловъ слѣдуетъ равен¬ 

ство ихъ двугранныхъ; слѣд. плоеніе угды трнграиныхъ угловъ ^ и 
равны, потому что эти тригранныѳ углы суть углы дополнительные для 
трнграиныхъ угловъ О и О}, а изъ этого слѣдуетъ, что трнгранныѳ углы 
^ н равны (220). 

Черт. 283. 

224. Теорема. Если въ тригранномъ углѣ 8АВС (черт. 283) аса пло^ 
скихъ угла А8Си СЗВравны, то противоположные 
кжг двугранные углы СВ8А н СА8В также равны. 

Доказ. Проведя на пдоскости А8В линію 81), раз¬ 

дѣляющую нлоскій уголъ А8В иоиоламъ, вообразииъ 
плоскость В8С, проходящую чрезъ линія 8С н 
тогда составляются два тригранныхъ угла 8АСІ) и 
8ВСІ), которыхъ плоскіе углы соотвѣтственно рав¬ 

ны. И.5Ч. 'ьтого слѣдуетъ, что (§ 219) 
двугр. уг. СА8І) = двугр. угд. СВ8В. 

Обратная теорема. Если въ тригранномъ углѣ 8АВС (черт. 272) 
двугранные углы СА8В и СВ8А равны, то 
противоположные имг плоскіе углы С8В и С8А 
также равны. 

Доказ. Если вообразимъ дополнительный уголь 
ОЬМК, то вслѣдствіе предположеннаго равенства 
двугранныхъ угловъ СА8В н СВ8А илоскіе углы 
Ь ОМ и Ь ОК трнграннаго угла О равны; слѣдов. 
по предыдущей теоремѣ и противоположные имъ 
двугранные ЬОКМ и ^ОМN равны; а такъ 
какъ углы 5 н О суть взаимно дополнительные, 

то изъ равенства этихъ двугранныхъ угловъ слѣдуетъ равенство плоскихъ 
угловъ А8С и В8С. 

Черт. 279. 
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Очевидно, что есди всѣ ндоскіѳ углы триграннаго равны иеаи:у собою, 
го и двугранные углы его равны, и наоборотъ. 

§ 22Б. Если продолжить ребра трніужинаго угла 8АВС (черт, 
то плосЕОСтями Ах8Их, В^8С\ и Сі8Аі образуется но¬ 

вый трнграниый уголъ 8АіВіСі, который называется ^ 
вертикальнымъ ріломъ перваго. * 

Танъ какъ вертикальные угли имѣ‘огь соотвѣтственно 
равные іиоскіѳ углы: 

/.А8В=-/,Аі8Ви ^В8С=^Ві8Сі, ^^А8С=^А^8Сі, 
то по § 219 и двуіі<анныѳ ’|лы равны. Но вертикаль- 
аке трт рапные углы, имѣя, всѣ части соотвѣтственно 
равными, ие могутъ быть соѣмѣшаемы; слѣд. ети углы 
всегда симметричные- « 

264), 

Терт. 234. 

ГЛАВА III. 

о многогранникахъ. 

Призмы, параллелепипеды и пирамиды. Равенство приззгь н пирамидъ. Снкмет- 
рвяные мяогограшшш. Правильные многогранники. Подобіе мяогогравннвовъ. 

Призмы, параллелепипеды и пирамиды. 

§ 226. Часть пространства, ограниченная со всѣіъ сторонъ 

«ногоугоіЬЕИвани, называется мноіогранникомъ\ саныв многоугояЬ' 

ннки называются сторонами^ стороны многоугольниковъ—ребрами, 

вершины многоугольниковъ—вершинами многогранника. 

Сумма сторонъ многогранника называется поверхностью его. 

Очевидно, что простѣйшій изъ всѣхъ многогранниковъ есть много¬ 

гранникъ о четырехъ сторонахъ, потому что три плоскости не мо¬ 

гутъ ограничить пространства. 

Мвогограннить, ограниченный четырьмя сторонами, называется 

метырегранни-комъ или тетраедромг^ многограндииъ о шести сто¬ 

ронахъ—шестигранникомъ или экоаедромъ^ о восьми сторонахъ— 
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«еьмихранншомъ или октаедромъ^ о двѣпалцатя сторопахъ—двгь~ 

надцати^ранникомг или додекаэдромъ^ О раіцати стор^иіаѵь-—<?ва(^иа' 

тигранншомъ или икосаедромъ. 

Другіе мвогограппики рѣдио олна^аются особьгая вааванѵпяи 

§ 227. Мпогограввпкъ АВСX}Е^МNР^ (черт. 285), котораго 

Иѣ стороны АВСВЕ и ^МNР^ суть два равныхъ многоугодь- 

іяка, лежащихъ въ параллельпыхъ плоскостяхъ, а другія еторовы 

сі 

в с 

Черт. 285. Черт. 230. 

ЛВМР^ ВСУМ... — параллелограммы, называется призмою. Па¬ 

раллельные мвогоугольпикн АВСВЕ и ЬМЕЕ(^ на.зываются осно- 

маніями призмы; а разстояніе между ними, т.-е. перпендикуляръ 

8Т., оп)тцепвыЙ изъ какой-нибудь точки одного основанія ва дру¬ 

гое ,—высотою. 

Очевидно, что боковыя ребра призмы параллельны, и такъ какъ 

они заключаются между параллельными плоскостями, равны между 

собою. 

Смотря по тому, будутъ ли основанія призмы треугольникъ, че- 

тыреугольиикъ или какой-нибудь ияогоугольникъ, призма называется 

треугольною, четыреуголыиую или многоугольною. 

Плоскость ЛСN^ (черт. 285), вроходяшая чрезъ два боко¬ 

выхъ ребра, не смежныхъ между собою, называется діагональною 

плоскостью. Очевидно, что діагональныя плоскости, проведенныя 

чрезъ одно и то же ребро, раздѣляютъ всякую призму на треуголь¬ 

ныя призмы, имѣющія одинаковую высоту. 
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Призма называете!! іюклоіоюю (черт. 285), когда боковыя ребра 

ае перпендикулярпы къ осповапіямъ, я прямою (черт. 286), когда 

они перпендикулярны кч, намъ. 

Очевидно, что боковыя стороны прямой призмы ЛВЬР (черт. 

286) суть примоуюлыіики. 

Прямыя призмы съ равными основавіяии и высотами равны, по¬ 

тому что при наложеніи совпадаютъ. 

Прямая призма, которой оевовавів правильные многоугольники, 

пяйывяйтся правильною\ ЛИНІЯ, Соединяющая 

центры двухъ основаній, называется осью 

призмы. 

Когда призму Ві' (черт. 287) пересѣ¬ 

чемъ плоскостью ^МNР^ не параллель¬ 

ною основанію, то получимъ многогранникъ 

АппГ)^РNМ который называется усѣ¬ 

ченною призмою. 

Е 

і> с 

Черт. 287 

§ 228. Призиа АВС^^МNР (черт. 288), которой основанія 

АВСР и ^МNР суть 

параллелограммы, вазы- 

няюпіая вершины двухъ ^ 

противоположныхъ три- л в в 

гранныхъ угловъ, назы- Черт. 288. Черт. 289. 

вается діагональю параллелепипеда. Прямой параллелепипедъ 

АВСѴРМКР (черт. 289), котораго основанія прямоугольники, 

называется прямоугольнымъ параллелепипедомъ; три ребра его А ??, 

АР) и АР., идущія изъ орой вершины, называются измѣре- 

Очевидно, что всѣ стороны прямоугольнаго параллелепипеда прямо- 

А. Давиковъ. Геометрія. 15 



Прямоугольный параллелепипедъ, котораго веѣ три измѣренія рав¬ 

ны, вазываетеа кубомъ. Очевидно, что всѣ стороны куба суть рав¬ 

ные квадраты. 

Параллелепипедъ, котораго всѣ стороны ромбы, называется ром- 

боеОромг. 

§ 229. Теорема. Во всякомъ параллелепипеда противополож¬ 

ныя стороны равны и параллельны. 

Положимъ, что ЛУ (черт. 290) паралле¬ 

лепипедъ; требуется доказать, что паралле¬ 

лограммы АХВВ и ВМУС равны и пло- 

д скости ихъ параллельны. 

Черт. 290. Доказ. Такъ какъ ребра ІР и МУ, 

какь стороны параллелограмма, равны в параллельны, а ребра ВА 

и МВ также, какъ стороны параллелограмма, равны и параллельны, 

углы же АВР и ВМУ, вслѣдствіе параллельности ихъ сторонъ, 

равны, то параллелограммъ АВРВ> равенъ параллелограмму ВМУС 

и плоскости ихъ по § 202 параллельны. 

Подобньшъ же образомъ можно доказать равенство и параллель 

аость другихъ противоположныхъ сторонъ. 

§ 230. Теорема. Діагонали всякаю параллелепипеда взаимно 

трестькаются и дгьлятся пополамъ. 

Доказ. Въ параллелепипедѣ ЛУ (черт. 291) 

ребра УР и ЛВ равны и параллельны: слѣдов. 

четыреутольнакъ АВУР параллелограммъ, а 

потому діагонали ЛУ в ВР лежатъ въ одной 

плоскости АВУР, пересѣкаются н дѣлятся 

взаимно пополамъ. 

Еодобнымъ же образомъ доказывается, что каждая пара четы¬ 

рехъ діагоналей ВС, МВ, ЛУ и ВР, составляя діагонали парал¬ 

лелограмма, пересѣкается и дѣлится пополамъ. Изъ этого видно, 

Черт. 291. 
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тго веѣ четыре діагогіали параллелепипеда пересѣкаются въ одной 

Точкѣ. 

Если въ прямоуі'ольпом'Ь параллелепипедѣ 

АN (черт. 292) проведемъ діагоиаль МВ и 

ЛИВІЮ Бі), то нат. прямоугольнаго треуголь¬ 

ника МВВ найдемъ 

а изъ прямоугольнаго треугольника ВАВ 

получимъ ^У2. 

БВ‘^=ВА^^ЛВ^=ВЛ^^ВСК 

Вставляя находимъ: 

МВ^=^ВМ^-\^В0-і^ВА\ 

т.-е. квадратъ діагонаш прямоугольнаго параллелепипеда рав- 

плеѵгся суммѣ квадратовъ трехъ его измѣреній. 

Изъ этого слѣдуетъ, что четыре діагонали прямоугольнаго парал¬ 

лелепипеда равны между собою. 

§ 231. Теорема. Боковая гюверхность всякой призмы равняется 

боковому ребру ея, умноженному на периметръ 

перпендикулярнаго сѣченія. 

Еуеть будетъ ЛВСВаЬсд, (черт. 293) какая- 

нибудь призма и ^МNВ сѣченіе перпенди¬ 

кулярное къ боковьшъ ея ребрамъ; требуется 

доказать, что боковая поверхность призмы рав¬ 

няется 

{^М^МN+NР+В^).Аа. 

Доказ. Замѣтивъ, что площади параллелограммовъ А(і, І)с, 

ВЬ и Ва еоотвѣтствепно равны Ла. ХР, Вд.. Р.Ѵ, Сс. ВЪ. 

МВ., и что боковыя ребра призмы равны между собою, найдемъ, 

что боковая поверхность призмы равна 

{^М^МБ+NР-\~^В).Аа 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ; 

15* 

А. 1> 

Черт. 293. 
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1. Боковая иоверінобть прямой призмы равняется высотѣ ея» 

}жяожениоЙ на периметръ основанія. 

2. Если оввачимъ чрезъ а высоту прямоугольнаго парадлелвди- 

цеда и чрезъ Ъ ш е стороны его основанія, такъ что линіи а, 6 а 

с представляютъ три измѣренія параллелепипеда, то боковая поверх¬ 

ность его будетъ равна (2Ь-|-2с)а. Сумма площадей обоихъ основа¬ 

ній равняется 2Ьс; слѣдов. вея поверхность параллелепипеда рав« 

одется 2(аЬ-\-ао^Ъс), 

$ 232. Многогранникъ ^АВС^^Е (черт. 294), котораго ора 

сторона АВСВЕ какой-нибудь многоугольникъ 

а другія стороны В&С... треугольншш, 

ехорщіеея въ одной общей точкѣ 5, назы¬ 

вается пирамидою. Многоугольникъ АВСѴВ 

называется основаніемъ., точка і5—вершиною., 

а перпендикуляръ 80, опущенный изъ вершины 

іЗ' на основаніе,—высотою пирамиды. 

Пирамида называется треугольной, четыреугольвой или много¬ 

угольной, смотря по тому, будетъ ли основаніе треугольникъ, 

четырѳугольникъ или какой-нибудь многоугольникъ. 

Плосиоеть Л8С, проходящая чрезъ два несмежныхъ ребра 5,4 » 

ЗС, называется діагональною плоскостью. Очевиро, что всякая 

оирамида 8АВСІ>Е можетъ быть раздѣлена па треугольныя пира¬ 

миды 8ЛВС, 8АСВ, ЗАВЕ діагональными плоскостями А8С в 

А8В, проходящими чрезъ оро м то же ребро 

Когда основаніе пирамиды есть правильный многоугольникъ и 

5 центръ его совпадаетъ съ основаніемъ вы¬ 

соты (черт. 295), то пирамида называется 

правильною] высота въ этомъ случаѣ назы¬ 

вается также вирамиды. Очевиро, чте 

треугольники А8В, В8С., образующіе 

правильную пирамиду, равны между собою, 

потому что стороны -основанія равны 
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пирамиды, какт, наклотгішя равно отстоящія отъ оси пяраниіін^ 

талжб равны. Высота одного изъ отитъ треугольниковъ, т.-в. пер- 

вендикуляръ, опущенный изъ вершины пирамиды на какую-нибудь 

«торону основанія, называется апоѳемою пирамиды. 

Если пересѣчемъ пирамиду ^ЛВСІ)Ѣ (черт. 295) плоскостью 

параллельной основанію, то получимъ многогранникъ 

ЛВС^Е^МNР^^ который называется усѣченной пщхімидою. Сѣ¬ 

ченіе ^МNР^ называется верхнимъ основаніемъ’^ а разстояніе ето 

отъ нижняго основанія ЛВСВЕ-—высотою. 

Когда пирамида 8АВСВЕ правильная, то усѣченная пирамида 

называется правильною; н въ отомъ случаѣ высота одной изъ тра¬ 

пецій, составляющихъ боковую поверхность усѣченной пирамиды, 

называется ея стоѳемою 

§ 233. Теорема. Плосюіеть, параллельная основанію тмрамидыу 

раздѣляетъ ребра и высоту ея на пропорціональныя части м 
даетъ въ сѣченіи многоугольникъ, подобный основанію. 

Положимъ, что 8АВСВЕ (черт. 296) ка¬ 

кая-нибудь пирамида, 80 высота ея и аЬсдіе— 

сѣченіе, параллельное основанію; требуется 

8а 8В 8С 80 
доказать, что == 

Ьа оО 

многоугольники АВСВЕ 

между собою. 

Доказ. Проведемъ плоскость чрезъ ребро ЗА 

я высоту 50, и пусть будутъ АО м ао ли¬ 

ніи пересѣченія ея съ плоскостями ЛВСВЕ 

ш аЪе(і€. По § 201 слѣдств. 1, линіи АВ, РС, СВ, ВЕ, ЕА к 

АО, соотвѣтственно параллельны линіямъ об, Ьв, лГ, Ае, еа и 

до; слѣд. 

'-ж-“а”™ 
И аЪед.е подобны 

Черт. 296. 

8А __ ^ ^ _ 50 

55 5с 5<1 5е 5о 
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Такъ какъ стороны многоугольниковъ АВСВК и а&гсГе соот¬ 

вѣтственно параллельны, то углы ихъ равны. Далі.е изъ по- 

2 добія треугольниковъ Л8В и а8Ь слѣдуетъ 

в 
Черт. 296. 

— —ф', а изъ подобія треугольниковъ Л 8В 

и аЗе находимъ 

АЗ _ АВ 

аЗ ае ’ 
слѣдов. 

АВ 

аЪ 

АЕ 

ае 

Подобнымъ же образомъ доказывается про¬ 

порціональность и другихъ сторонъ много¬ 

угольниковъ АВСВЕ и аЪс(іе. 

Такъ какъ площади подобныхъ многоугольниковъ относятся какъ, 

квадраты сходственныхъ сторонъ (§ 150), то 

АВСРЕ_ АВ^ 

аЬсАе аЪ^ 

АВ _8А_ 80 

аЬ 8а 
слѣдов. 

АБСРЕ^ЗО* 

аЬс(Іе 8о^' 

Т.-е. тк^ищди основанья и параллельнаго ему сѣченія относятся 

меоюду собою, какъ кваОраты ихъ разстояній отъ вершины пи¬ 

рамиды. 

§ 234. Теорема. Если двѣ пирамиды имѣютъ двѣ равныя 

высоты, и основанія ихъ лежатъ въ одной плоскости, то площади 

происходящія отъ пересѣченія плоскостью, параллельною основа¬ 

ніямъ, будутъ пропорціональны площадямъ основаніи. 

Пусть будутъ 8АВС и (черт. 297) двѣ пирамиды, 

которыя имѣютъ одинаковую высоту ли, и основанія которыхъ 
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ЛВС и ^МNР^ ложа!"!, В'Ъ 

одной плоскости, и положимъ, 

тто аЬс и 1птр<{ ■ сілепія, 

образуемыя плогппсті.го, па¬ 

раллельной огліовапіямъ; тре¬ 

буется доказать, что 

АВС _ рмі^рд 
аЪс Ітпрд 

Доказ. Положимъ, что плоскость сѣченія встрѣчаетъ линію ЯѴ 

въ точкѣ Т\ тогда по предыдущему § 

Авс_птр * АВС ыг^рд 

аЬс Ітпрд айс ' Ітпрд 

Езъ этого предложенія слѣдуетъ, что если основанія АБС я 

^МNР^ равновелики, то сѣченія айс и Ітпрд также равно¬ 

велики. 

§ 235. Теорема. Воковол поверхность правильной пирамиды 

равняется периметру основанія, умноженному на половину апо- 

вемы. 

Доказ. Боковая поверхность правильной пирамиды состоитъ изъ 

равныхъ треугольниковъ, а площадь каждаго изъ нлхъ равняется 

сторонѣ основанія, ріпожеааой на половину апоѳемы. Сложивъ 

площади всѣхъ этихъ треугольниковъ в замѣтивъ, что сумма ихъ 

основаній равняется периметру основанія пирамиды, заключаемъ, 

что сумма площадей этихъ треугольниковъ, т.-в. боковая поверх¬ 

ность ппрймпды, равняется периметру основанія, умноженному на 

половину апоѳемы. 

§ 236. Теорема. Боковая поверхность правильной усѣнепной пи^ 

рсишды равняется полусуммп периметровъ ея основаній, ум^оже^> 

ной на апооему. 
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Доказ. Боковая поверхность правильной усѣченной пирамиды со¬ 

стоитъ изъ равныхъ трапецій, а площадь каждой изъ ннхч. равняет¬ 

ся полусуммѣ параллельныхъ сторонъ, умноженной на высоту тра¬ 

пеціи. Сложивъ площади всѣхъ трапецій и замѣтивъ, что сумма 

ихъ нижпнхъ основаній равна периметру нижняго основанія, а 

сумма ихъ верхнихъ основаній равна периметру верхняго основанія 

усѣченной пирамиды, заключаемъ, что боковая поверхность усѣчен¬ 

ной пирамиды равняется полусуммѣ периметровъ ея основаній умно¬ 

женной на апоѳему. 

Очевиро, что боковую поверхность правильной усѣченной пира¬ 

миды можно выразить также произведеніемъ периметра сѣченія, раз- 

діьляющаго боковыя ребра пополамъ, на апоѳемг/. 

Равенство призмъ и пирамидъ. 

§ 287. Теорема. Двѣ призма равны, когда имѣютъ равныя основа' 
ніл, по равному тригранному углу и по равной боковой сторонѣ этого 
угла. 
Положимъ, что въ призмахъ АН и ^Т (черт. 298) трнгранпыѳ углы 

А 'В. Ь равны, в что кромѣ того АВСНЕ= ^МNР^ и АЕКЕ=^^VІІ\ 
требуется доказать, что ѳти призмы равны. 

Доказ. Вдожнмъ прнзму ЬТ въ ирнзмуЛЛ" такъ, чтобы основанія н трн- 
гралныѳ углы Л н І сивмѣстилнсь, тогда ребра ЬЕ н ЬМ совмѣстятся 
съ ребрамн АЕ н АВ, и нараліслограммъ Ь8 совпадетъ съ параллело¬ 

граммомъ АЕу слѣдов. ребро М8—съ ребромъ ВО. 
Подобнымъ же образомъ доказывается, что и другія ребра совмѣ¬ 

стятся. 
Изъ 8ТОГО предложенія слѣдуетъ. 



— 233 

1. Даѵыѵршнул раеѵы, коіда имп.ютг ровньцг основанія и по двѣ емяж^ 
«ыл стороны соотвѣтственно равныя и одинаково расположенныя^ по¬ 

топу что въ такомъ слѵпаѣ триграннііѳ умы, ваключенпыѳ иеаду атнми 
сторонами, равтл 220). 

2. Двѣ призмы равны^ коіда имѣютъ равныя оско«ік*л, по равной и 
одинаково расположенной сторонѣ и по равному двухранному углу, заклю¬ 
ченному между ними, потому что въ втоиъ случаѣ тригранные умы, со- 
отвѣтствуютіе этимъ сторонамъ и двугранному углу, равны (§ 211). 

§ 238. Теореиа. Двѣ пирамиды равны, когда имѣютъ равныя основа¬ 
нія, по равной и одинаково расположенной сторонѣ и по равному дву¬ 
гранному углу, заключенному между ними. 

Положимъ, что въ пирамидахъ і8АВСІ)Е и ЗіАіВ^С^ВіЕі (черт. 299) 
АВСІ)Е=АіВіСіВіЕі, Л8Е=: А^ЗіЕі и двугранный уголъ 8АЕВ = 
двугр. уму 8іАіЕіВі; требуется доказать, что втн пирамиды равны. 

Доказ. Вложимъ пирамиду В^А^Вх^С^В^Е^ въ пирамиду ЗАВСВЕтьхь, 
чтобы основанія и равныя стороны А8Е н А^В^Е^ совпали; тогда ребра 
Е\8х и ЕіВі совмѣстятся съ ребрами Е8 и ЕВ, и треугольникъ Е\8хВх 
совпадетъ съ треугольникомъ Е8В. Подобнымъ же образомъ доказы* 
вается, что и другія стороны совпадутъ: 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ. 
1. Двѣ пирамиды равны, когда имѣютъ равныя основанія и по 

смежныя стороны равныя и одинаково расположенныя, потому что въ 
этомъ случаѣ и двугранные углы, заключенные меаду основаніемъ и этими 
сторовами, равны (§ 220). 

2. Двѣ треѵголъныя пирамиды равны, когда имѣютъ по три стороны 
соотвѣтственно равныя и одинаково расположенныя. 

3. Двѣ треугольныя пирамиды равны, когда имѣютъ по равному дву¬ 
гранному углу, заключенному меоюду двумя соотвѣтственно равными и 
одинаково расположенными сторонами. 

§ 239. Если чрезъ какую-нибудь вершину многогранника проведемъ 
плоскости, нроходящія чрезъ всѣ его ребра, то многогранникъ раздѣлится 
на рядъ пирамидъ, которыя будутъ имѣть общую вершину и ддя кото- 



рнхъ етороан многогранника будутъ служить основапілчп. Такъ какъ 
всякая пирамида иохетъ бшъ раздѣлена діагональными піоскостямв на 
трѳутоіьтм пирамиды, то и всякШ многогранникъ раадіиитгл на рядъ 
треутольныхъ пираиидъ. 

Когда два многогранника равны, то они, очевидно, иогуп. бытт> раздѣ¬ 
лены на одинаковое число соотвѣтственно равныхъ и одинаково располо¬ 

женныхъ треугольныхъ пирамидъ. Наоборотъ, когда два многогранника 
раздѣляются иа одинаковое число соотвѣтственно равныхъ и одикаково 
расноложенннхъ треугольныхъ пирамидъ, то такіе многогранники равны 
между собою, потому что они нри вложеніи одного въ другой совиѣ. 
втятся. 

Симметричные многогранники. 

§ 240. Двѣ точки Л я Ах (черт. 300) называются симметричными отно¬ 
сительно плоскости і/іѴ, когда линія ААі, соедв’ 
няющая ихъ, перпендикулярна къ ятой плоскости и 
дѣлится ею пополамъ. 
Теорема. Если двѣ точки А и В (черт. 300) пря¬ 

мой ЛВ симметричны относительно плоскости МЕ 
двумъ точксшъ Ах и Ві другой прямой Вх, то 
всякая течка С первой прямой имѣетъ симмет¬ 
ричную точку на второй прямой. 

Доказ. Соединимъ точки А я В ся, точками Ах в 
Вх и положимъ, что плоскость, проходящая чрезъ 
линіи ЛАх и ВВх, пересѣчетъ плоскость МN по ли- 

НІИ Р^. Если изъ точки С опустимъ перпендикуляръ на плоскость МЕ, 
то втотъ иернендикуляръ, очевидно, лежитъ въ плоскости ЛВх, потопу 
что плоскость АВх нерпеиднкулярна къ илоскостн МN, Положимъ, чт* 
етоть перпендикуляръ пересѣчетъ линію въ точкѣ О и продолженій 
«го нересѣчеть линію АхВх въ точкѣ Сх. Такъ какъ чѳтнреугольиики 
ЛР^В я А^Р^В^ при наложеніи совпадаютъ, то изъ этого слѣдуетъ, 
что СО=СхО, т.-в. что С я Сх точки симметричныя. 

Итакъ, всякой точкѣ прямой ЛВ соотвѣтствуетъ симметричная точка в% 
прямой АхВх. 

Двѣ прямыя, которыхъ точки взаимно сииметрнчнк отиоснгельно нѣко¬ 
торой плоскости, называются линіями си.чме.трично расположенными 
или просто симметричными линіями. Изъ равенства двухъ четыреуголѵ- 
■яковъ ЛРі^В ш АxР^Вx слѣдуетъ, что АВ «= ѳто значитъ, что 
разстояніе двухъ нашал-нибудь точекъ равнятнгя разствяигю ихъ аимш 
метрѵчмыхі точекъ. 

Л 

і 
! 

1 
і_! 
Р О 
р 

А 

і 
* < 

Черт. 300. 
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§ 241. Теорема- Если три то»ки А, В и С (черт. 301), лежащія на 

члоекоетиР^, симметричны относительно 

плоскости NN тремъ точкамъ А^, Б, и 

С,у лежащимъ на друюй плоскости Р^^^, 

то всякая точка Т) первой плоскости 

имѣетъ симметричную точку на второй 

плоскости. 
Л 

-'Л' 

Черт. 301. 

Ѵ\ 
л Доказ. Опустниъ изъ точки 2) яерпендн* 

куляръ на ЖІѴ и положимъ, что продолже¬ 

ніе его пересѣчетъ плоскость въ точкѣ 

Ві. Плоскость, проведенная чрезъ линіи 

ААі и ВВі, перпендикулярна къ плоскости 

МN, равно какъ плоскость, проходящая 

черезъ ЛИНІИ ВВі и СС^; слѣдов. диоія пе¬ 

ресѣченія ЕЕі этихъ двухъ плоскостей 

также перненднкулярна къ NN (§ 209 

слѣдств. 2). Но такъ какъ линіи ВС н В^Сі имѣютъ по двѣ сичметрнчтдя 

точки В а Ві, С н Сі, то эти линіи по предыдущему § симметричны, 

и потому Ев — Еф. Вслѣдствіе этого и линіи АЕ и А^Ех., симметричны, и 

потому точки В и Віу лежащія на эіпхі линіяхъ, будутъ симметричными 

точками. 

Итакъ,всякой точкѣ плоскости Р^ соотвѣтствуетъ симметричная точна 

иа плоскости Р^^^. 

Двѣ плоскости, которыхъ точки взаимно симметричны относительно нѣ¬ 

которой плоскости, иаяываются плоскостями симметрично расположен¬ 

ными, или просто симметричными плоскостями. 

§ 242. Если соединить между собою точки А, В, С в В (черт 301) 

также точки Аі, Ві, Сі и Ві, имъ симметричныя, то треугольники АВС 

в АіВ^Сі, имѣющіе три соотвѣтственно равныя стороны, равны; также 

равны и треугольннкн ВСВ н В^Ѵ^Ві, слѣдов. и четщіеугольники ЛБ2>(7 

и А^ВіС^Ві равны ыеясду собою. 

Подобнымъ же образомъ докальшалтся, что вообще кнагоугольнія-н, 

которыхъ верщцны суть взаимно симметричныя точки, равны между со¬ 

бою, потону что таніѳ многоугольники состоятъ изъ равныхъ треуголь¬ 

никовъ 
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Мвогоутоіышхв, которыхъ вершины суть точки взаимно снмметрнчныі 

относлтедьио нѣкоторой шоскостн, называются мноюумльниками симме- 

т^тчмо раеположенними, нхн просто еиммеп^и^чними многоугольниками- 

Очевидно, что симметрвчпыѳ хногоутохьнЕки лежатъ въ симметричныхъ 

плоскостяхъ. 

§ 248. Многогранннкн, которыхъ вершины суть точки взаимно синие' 

тричныя относительно нѣкоторой плоскости, называются симметричными 

мноипранниками, а плоскость, относительно которой они симметрично 

расяоложѳны,—іиоскостъю симметріи. 

Очевидно, что всѣ стороны двухъ симметричныхъ миогогранниБовъ бу* 

дуть многотгольниБВ соотвѣтственно симметричные, слѣд. н соотвѣтственно 

равные (§ 241), и что всякой точкѣ, взятой на поверхности одною много- 

травника, соотвѣтствуетъ всегда симиѳтричная точка на новерхвости 

другою. 

Вслѣдствіе равекства сторонъ тѣлесные утлы двухъ симметричныхъ 

многогранняховъ будутъ составлены изъ плоскихъ угловъ соотвѣтственно 

Пусть будутъ іЗ" и (черт. 302) симмѳ* 

тричныя вершины двухъ симиетрнчиыхъ 

многогранниковъ, ЮГ плоскость симме¬ 

тріи, и положимъ, что и 

8.АМСЕЕ тѣлесные углы зтнхъ много¬ 

гранниковъ при точкахъ <5і и ^3, и что 

точкн Аіу Ві, Сі, Віу Еі симметричны 

точкамъ Л, Ву С, 2>, Е. Если вообразимъ 

плоскость чрезъ линіи 8А м ВС, также 

плоскость чрезъ линіи ВхА^ н и 

замѣтимъ, что по нредыдушену треуголъ- 

янки Л^ЗВ, АВС н СВВ соотвѣтственно 

симметричны и равны треугольникамъ 

АхВхВх, м то заключаемъ, 

что трнгранные углы ВАВС и іЗіЛі-ВіС^ 

будутъ составлены изъ соотвѣтственно рав¬ 

ныхъ плоскихъ угловъ, н потому по § 219 

двугр. уг. ^ЗАВС—двугр. углу 

Изъ этого мы заключаемъ, что п симметричлыал многограиник-исъ Оеу~ 

гуанные углы соотвѣтственно равны. 

5 

.5 
Черт. 302. 
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§ 244. Если два спммотричжнп. миогогранпика раздѣлимъ плоскостями, 

вровѳденнтгн чревъ двѣ симметричныя вершины, ва четырѳграннвкн, то 

вти четырегранники попарно симметричны, потому что ихъ вершіин 

взаимно симметричныя точки. Слѣдов. два симметричныхъ многогранника 

могутъ быть всегда раздѣлены на одиналювое число симявтрнчныхъ четыре< 

гранииЕовъ; наоборотъ, когда два многогранника раздѣляются на одина¬ 

ковое число попарно симнетричныхъ четыретраиинковъ, то такіе много- 

гранЕики сииметричнв. 

§ 245. Теорема. Д«а четиреи^анника, %оп\»рѵх% сторомы воот^т- 

отв&нно равны, бу^/тг или равны или схімметричны» 

І> а 

а.. 
Черт. 303. 

Доказ, Пусть будетъ ЮАВС (черт. 303) какой-нибудь четыреграпивкъ 

н ноложвмъ, что треугольникъ аЪе равенъ треугольнику АВС. На тре- 

угольиикѣ аЬс можно построить только два чѳтырегранимха, имѣющихъ 

стороны, соотвѣтственно равныя сторонамъ чѳтыреграпввка ВАВС, а 

именно чвіярѳгранникн ^Ъе и с^обс. Но четарѳграппикн В АВС в даЪе, 

яо § 238, слѣдств. 2, равны иежду собою. Что касается до четыреграи- 

никовъ (Лг5с а ЛіоЬс, то не трудно удостовѣриться, что они симиетричны 

относительно плоскости аЬс. Бъ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ ЛГ какая-ни¬ 

будь точка на поверхности четыреграиника йобс; опустимъ изъ этой точ¬ 

ки перпендикуляръ на плоскость обе и положимъ, что онъ встрѣчаетъ эту 

плоскость въ Р, а продолженіе его встрѣчаетъ поверхность другого 

четыреграиника въ М^. Изъ точки Р онустамъ перпевднкуляръ ^Р^ яа 

линію ос, и чрезъ линіи ММу^ ^ проведемъ плоскость, которая пере¬ 

сѣчетъ стороны сим в (іхса но ливіанъ М^ и М^^. Такъ какъ триграи- 

ныѳ углы аЬбс к аЬ^е составлены изъ равныхъ плоскихъ угловъ, то дву¬ 

гранные ніъ углы соотвѣтственно равны, и потому углы М^Р и М^^Р, 

какъ линейные углы равныхъ другранныхъ угловъ, равны между собою. 

Изъ этого слѣдуетъ, что прямоугольные треугольники М^Р и л^^^Р рав- 
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€Ы, И потому МР—М\Р, а ею значить, что М ъ точм симметрия* 

еш относительно плоскости аЬс. 
Итакъ, ВСДКО& точкѣ четырегранника йаЬо соотвѣтствуетъ симметрвч* 

иди точка на четырегранникѣ сі^абс; слѣдов вти два чбгыроіранвива 
сииметричны. 

Изъ этого слѣдуетъ, что всякій чѳтыреграиникъ можетъ имѣть только 
одинъ симметричный четыреграннивъ, а такъ какъ симметричные много- 
граииикв состоять изъ симметричвнкъ четыреграннвковъ, то и всякій 
иногогравникъ можетъ иміть только одинъ симметричный многогран¬ 
никъ. 

§ 246. Когда симметричные многогранники расположены симметрично 
относительно илоскости симметріи, то они называются симметричнъши 
по положенію; въ другихъ случаяхъ—симметричными по виду. 
Если плоскость раздѣляетъ иногограинвкъ на двѣ части симметричныя 

относительно этой плоскости, то такая плоскость называется также плос 
костью симметріи. 

Есть многограиннЕИ, которые имѣютъ нѣсколько плоскостей снмнехрік, 

прямая призма имѣетъ по крайней мѣрѣ одну плоскость симметріи, а 
именно плоскость, раздѣляющую боковыя ребра пополамъ; прямоугольный 
параллелепипедъ имѣетъ три іілоскостп симиетріи, а именно плоскости, 
раздѣляющія боковыя ребра пополамъ; въ правильной призмѣ н правиль¬ 

ной пирамидѣ всякая плоскость, проходящая чрезъ ось и чрезъ радіусъ 
или апоѳему основанія, есть плоскость симметрія, потому что дѣлить 
осЕованш пополамъ (§ 126, слѣдств. 5) 

Если многогранникъ имѣетъ двѣ плоскости си^і- 
меірш, то ЛИНІЯ пересѣченія ихъ называется осью 
симметріи. 
Ось правильной призмы или пирамиды есть также 

ось симметріи, прямоугольный параллелепипедъ АВ 
(черг 304) имѣвп> три оси симметріи аЪ, сЗ и е/", 
представляющія линіи пересѣченія трехъ его плос¬ 

костей симиетрш 

А 

Черт 304. 

§ 247. Теорема. Всякая діагональ¬ 

ная плоскость АЕОС (черт 305) 
діьлитъ параллелепипедъ АСт на 
дЛь туіеугольныя приемы АВСЕЕС 
и АВСЕНО симметричныя по 
виду 
Доказ Вообразнмъ, что треуголь¬ 

ныя призмы АВСЕЕСг и АВСЕНО 
раздѣлены изъ точекъ Е и С натре- 
уіольныя пирамиды Очевидно, чт у 

ка'чдая призма раздѣлится на три треугольныя пирамиды, которыя имѣ- 
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А)гь соотвѣтстренао раваыя «■орояы; но какъ впг аирамг^и’ не могутъ 
Сыть совмѣщены, то оііЬ симметричны ^ 245)» и потому и самыя треутодъ- 

ныа призмы синмоті)Н'іиы. 

§ 248. Симметрія ію виду и по поюженш встрѣчается весьма часто въ 
произведеніяхъ іі]іироды м нсЕусства. Тѣло почти псѣкъ животныхъ со¬ 

стоитъ изъ двухі. симметричныхъ частей. Растительное царство вредетав- 

ляеіъ замѣчательные примѣры симметріи: почти каждый цвѣтокъ имѣетъ 
по крайней мѣрѣ одну цдоскость симметріи. 
Ме.жду каждымъ предметомъ н его изображеніемъ въ зеркалѣ есть кажу¬ 

щаяся симметрія по виду м положенію. 

Въ произведеніяхъ мскусства мы встрѣчаемъ симметрію, иапр. между 
частями правильнаго зданія, моста, кора^бля, иочти всей нашей мвбвли н 
друг. 

Правильные многогранники 

§ 249. Иравильнимъ мноъо%рашикомг называется многогранникъ, кото¬ 

раго всѣ ребра, стороны, плоскіе, двугранные и тѣлесные утлы равна 
между собою. 
Изъ равенства сторонъ, реберъ н плоскихъ угловъ слѣдуетъ, что сто 

ронн правильнаго мяогограниика суть правильные многоугольпикн, равным 
между собою. 
Сторона правильнаго много ранннка не можетъ имѣть болѣе пяти вер¬ 

шинъ. Бъ самоиъ дѣлѣ, такъ какъ каждый тѣлесный уголъ состоитъ, но 
крайней мѣрѣ, изъ трехъ плоскихъ угловъ, которыхъ сумма менѣе 4(і, 

4 . 
а уголъ правильнаго шестиугольника равенъ то очевидно, что изъ 

правильныхъ шестиугольниковъ, а тѣмъ болѣе изъ правильныхъ иного- 

угольииковъ, имѣюш^^'ь большее число сторонъ, нельзя составить правиль¬ 

наго многогранника. Правильные многогранники иогутъ быть составлены 
только изъ равносі'оронпнхъ треугольниковъ, квадратовъ о правильныхъ 
плтиугольинковъ. 

Изъ равностороннихъ треугольниковъ можно образовать три правиль¬ 
ныхъ многогранника: 

1. Правильный четырегранникъ или тетраедръ (черт. ЗОб), имѣющій 4 
стороны, 6 реберъ и 4 трнгранныхъ угла. 

2. Правильный осьми%ранни'къ или онтаедръ (черт. 307), имѣющій 8 сто¬ 

ронъ, 12 реберъ и 6 четыреграяиыхъ угловъ. 

3. Правильный днадг1,атигранникь или икосаедръ (черт. 308), имѣюойй 
20 сторонъ, 30 реберъ и 12 пятигранныхъ угловъ. 
Многогранный уголъ, состоящій изъ равностороннихъ треугольниковъ 

ъе иожегь имѣть болѣе пяти плоскихъ угловъ, потому чти ьажшй изъ 
2 

ъщхъ равенъ и сумма шести такихъ угловъ равна Ы. 
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Ивъ квадратовъ можно образовать только одинъ цравлльиыИ много* 
гралннвъ: 

Черт. аоб. Черт. 307. Черт. 303. 

Черт. 308. Черт. 310. 

4. Правильный шесттранникъ или вксаедръ, т.-е ку9ь (черт. 309), вхѣ 
шщіЯ 6 сторонъ, 12 реберъ м 8 тригранаыхъ угловъ. 

Изъ оравяльныхъ ндтнугольинвовъ также можетъ бшь составленъ только 
одинъ нразильныЭ: нногогравникъ. 

5. Лроеидъныи двѣна^іщтигранаиіа или додекаедрь (аерт. 3X0), ммѣку 
ІЦІ& 12 сторонъ, 30 реберъ н 20 трнгранвыхъ угловъ. 
Итакъ, оравяльныхъ многогранниковъ можетъ быть только пять: тетр^ 

вдръ, вБсаедръ, октаедръ, додѳкавдръ и икосаэдръ. 

Черт. 311. Черт. 312. 

Черт. 313. Черт- 314. 

Правильные многогранники имѣютъ весьма важное значеніе въ кристал* 

лографіа. 
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Кромѣ ігравил.вихъ иногограпников'Ь встрѣчаются при изученіи кри¬ 

сталловъ нѣкоторые мпотограивпки, ве удовлетворяющее условіямъ піа- 
вилъеаго многоіранпика, во представляющіе тѣмъ вѳ менѣе нѣкоторую 
правильвость по наружному вичу; таковы: 

1. Октаедрь, состоящій изъ двухъ правильныхъ и раввыхъ пирамидъ 
съ кваіратныиъ основаніемъ (черт. 312). 

2 Тр(^ольный додекаедрь, состоящій изъ двухъ правилыпііъ в равныхъ 
пирамидъ съ вравиіънымъ шестиугольнымъ основаніемъ (черт. 314). 

3. Ромбоидальний додекаедръ, ограниченный 12 равными ромбами 
(черт. 313). 

4. Тропецоебрі, котораго 24 стороны суть уаввые четырѳугольеики, на¬ 
зываемые въ кристаллографіи трапецоидами (черт. 311). 

Подобіе многогранниковъ. 

§ 250. Два четырегранника, которыхъ двугранные углы соотвѣтственно 
равны и одинаково расположены, называются подобными. 

Пустъ будутъ ЗАВ С и ОВМ^ (черт. 315) два подобныхъ четырѳграв- 

Черт. 315. 

иика. Вслѣдствіе равенства двугранныхъ угловъ н тритранные ихъ углы 
соотвѣтственно равны. 
Если же на ребрахъ 5^, ЗВлЗС отложимъ части 5.4і= ОХ, 52?і=ОЛ« 

и 8Сх= ОN, то составится четыреграняикъ 8А\В^С^, котораго стороны 
соотвѣтственно равны сторонамъ четырегранника О^ЪIN, и потому эти 
чѳтырегранники равны между собою (§ 238, слѣд. 2). Вслѣдствіе этого 
тригранпыѳ углы Сі н ІѴ равны, а потому /^АіСі8== ^АС8 

я ^ВіСі8= ^ МКО —ВС8\ это значитъ, что линіи А^С^ и С^В^ со¬ 
отвѣтственно параллельны линіямъ АС и ВС\ слѣд. н плоскости А\ВіСх 
в АВС параллельны между собою. 

Изъ этого слѣдуетъ; 
1. Сходственныя ребра подобныхъ чѳтыреграпинковъ пропорціональны 

между собою н относятся, какъ высоты (§ 233). 

А. Даыиов-ѵ. Геомвтріл Іб 
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2. Сходственныя стороны подобны и пдощадн ихъ о і носятся, какъ 
квадраты сходственныхъ реберъ. 

3. Площади сходственныхъ сторонъ пропорціональны между собою. 

§ 251. Теорема. Дш чеьшреірашика подобны, когда имѣюгпъ по одной 
подобной спіоронп) и по три двугранныхъ угла, прилежащихъ къ пей, со¬ 
отвѣтственно равныхъ и одинаково расположенныхъ. 

Положимъ, НТО въ четырегранникахъ и ОЬМК (черт. 315) тре¬ 

угольники АВС ц ^МN подобны, и прилежащіе двугранные углы соотвіт- 

О 

Черт. 315. 

ственно равны н одинаково расположены; требуется доказать, что двугран¬ 
ные утлы соотвѣтственно равны между собою. 

Доказ. Очевидно, что тржгранныеуглы АжЬ равны, потому что имѣютъ 
до равному плоскому углу, заключенному между двумя соотвѣтственно 
равными и одинаково расположенными двугранными углами (§ 222), Рав¬ 
нымъ образомъ тригранные углы В п С равны триграннымъ угламъ М а 
N. Изъ равенства же тригранныхъ угловъ слѣдуетъ равенство двугран¬ 

ныхъ угловъ. 

§ 252. Теорема. Два четырегранника подобны, когда имѣютъ по равному 
двугранному углу, аа/ключениому между двумя соотвѣтственно подобными 
и одинаково расположенными сторонами- 
Положимъ, что въ чѳтыреграннвкахъ 8АВС в 0ХЛ4ЛГ (черт. 315) двугр. 

требуется доказать, что ѳти четыреграввики подобны. 

Доказ. Тритранные углы А в Ь равны, потому что имѣютъ по равному 
двугранному углу, заключенному между двумя соотвѣтственно равными 
и одинаково расположевнымн плоскими углами (§ 221). По той же нри- 

чЕнѣ равны и триграпныѳ углы 8 и 0. Изъ этого слѣдуетъ, что двугран¬ 
ные утлы, прилежащіе къ треугольнику А8В, равны двутранлымъ угламъ, 

прилежащимъ къ треугольнику ЬОМ\ а такъ какъ эти двугранные углы 
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<оіішаково р&саоложоии, то чегирег^)аЕЕ11Кй 8АВС и ОЫІ1К ио преды¬ 
дущему § подобны. 

§ 253. Теорема. Два четырелроѵиика подобны, коіда имѣктъ по три 
■подобныхъ и одитікаво расположенныхъ стороны. 

Положимъ, что нъ чоіыреі'ранникахъ 8АВС и ОВМК (черт. 315) тре¬ 
угольники А8П, Л8С и С8А соотвѣтственно шодобны треугольникамъ 
Ь021, МОК и КОЬ и одинаково съ ними расположены; требуется до¬ 
казать, что 8ТИ четырегранеики подобны. 

Дохаг. Очевидно, что тригранные углы 5 в О равны, потому что со¬ 
ставлены нзъ равныхъ и одинаково расположенныхъ плоскихъ угловъ 
<§ 220); слѣд. двугр. уголъ В8АС=жвуті>. углу МОВК, и потому четыре- 
гранники 8АВС и ОЬМК, имѣя по равному двугранному углу, заклю¬ 

ченному между двумя соотвѣтственно подобными сторонами, по предыду¬ 

щему § подобны. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что если четырегранникъ 8АВС 
(черт. 315) пересѣчемъ плоскостью параллельною основанію АВС, 
то отсѣченный четырегранникъ ВА^В^С^ будетъ подобенъ всему четыре- 

траннвку. 

§ 254. Два многогранника, состоящіе изъ одинаковаго числа подобныхъ 
а подобно расположенныхъ четыреграпниковъ, называются подобными. 

Очевидно, что въ подобныхъ мвогограннвкахъ двугранные углы соот¬ 

вѣтственно равны и одинаково расположены. 
Теорема. Въ подобныхъ многогранникахъ сходствеиныл стороны по¬ 

добны. 

Доказ. Подобные многогранники состоятъ нзъ иодобныхъ четырегран- 

вивовъ; слѣд, схс\дствеяныи стороны раздѣлятся ва треугольники взаимно 
подобные и одпнаково расположенные, а потому эти стороны будутъ много¬ 
угольники соотвѣтственно подобные. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ что въ подобныхъ нногогранникахъ: 

1. Сходственные мноизіранкые углы равны, потому что оЕИ составлены 
изъ соотвѣтственно равныхъ в одинаково расположенныхъ плоскихъ м 
двугранныхъ угловъ. 

2. Сходственныя ребра и діагонали пропорціональны. 

3. Сходственныя стороны относятся какъ квадраты сходственныхъ 
реберъ. 

4. Поверхности относятся какъ квадраты сходстѳтнихъ реберъ. 

§ 255. Теорема. Двѣ пирамиды подобны, когда ихъ основанія подобны 
■н.опп имѣютъ по двѣ смежныя стороны, соотвѣтственно подобныя и 
одинаково расположенныя. 

16» 



Поіожяігь что вг нираипіахъ ВАВСВЕ и іаЫйе (ч^*рт. 316) много* 
рдіьникъ АВСВЕ подобенъ миогоугоіьнику аЬсЛс, треугодькикь -45В— 

треугоіьиикт о5Ь в треугольникъ В5С7 — треугольнику Ьзс; треоуется до- 
ка.чать, что эти пирамиды подобны. 

Доказ, Проведя діагональныя плоскости АВС, А5Х) и азе, азі, нахо¬ 

димъ, что четйрегранники 8АВС и ваЪс подобны, иотоиу что имѣютъ по 
три соотвѣтственно подобныхъ н одинаково расцодоженпыіъ стороны, а 
Емепно стороны, составляютія тригранные углы В и Ь (§ 253). 
Изъ подобія этихъ чешрегранниковъ слѣдуетъ, что двугранный уголъ 

і5.4С7І)*:двугр. угі. засі, а такъ какъ стороны, заключающія этв дву¬ 

гранные углы, соотвѣтственно подобны и одинаково расноіожевы, то* 
четырегранниіи 8АСВ и $асй также подобны. 
Такамъ же образомъ доказывается подобіе другихъ четырегранниковъ. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что если пираняду пересѣчемъ пло- 

скостью, параллельной основанію, то отсѣченная пирамида будетъ подобна 
всей пираиидѣ 

§ 256. Теорема. Д&ѣ пирамиды подобны, когда ихъ основанія подобны, 
и они имѣютъ по одноИ сходственной сторонѣ, подобной и одинаково 
наклоненной »сі основанію. 

Положимъ, что въ пирамидахъ 8АВСВЕ и заЪсде (черт. 316) много¬ 
угольникъ АВСВЕ подобенъ многоугольнику аЪеде, треугольникъ А8В— 

треугольнику озб, и что двугр. угі. 5.4ВС=двугр. угл. $аЪс; требуется 
доказать, что эти пирамиды подобны- 
Дота. Проведя діагональныя плоскости А8С, А8В и азе, азд, нахо¬ 

димъ, что четыреграввики 8АВС н заЬс подобны, потому что ииѣють 
по равному двугранному углу, заключенному между двумя подобными и 
одинаково расположенными сторонами (§ 252). Изъ этого слѣдуетъ что, 
треугольники В8С и Ьзс подобны, апотому, пирамиды 8АВСВЕ и воЬсйе 
по предыдущему § подобны. 



ГЛАВА IV. 

Измѣреніе объемовъ тѣла. 

Объемъ параліеіепапеда, призмы я пирамиды. Объемъ подобныхъ много- 
гранаиЕОВъ. Задачи. 

Объемъ параллелепипеда, призмы и пирамиды. 

^ 257. Пространство, занимаемое какимъ-нибудь тѣломъ, назы¬ 

вается его объемомъ. Измѣрить объемъ какого-нибудь тѣла значитъ 

сравнить его съ тѣломъ, объемъ котораго принятъ за единицу. 

За единицу объемовъ принимаютъ кубъ, котораго измѣренія суть 

лйпейяыя единицы. Такой кубъ называется кубичесггой едипицею. 

Такъ, напр., если за линейиую единицу принимаемъ футъ, то еди¬ 

ницею объемовъ будетъ кубическій фугъ, т.-е. кубъ, каждое ребро 

котораго равняется одному футу. 

Два тѣла, имѣющія равные объемы, называются равновеликими. 

§ 258. Теорева. Объемъ двухъ прямоугольныхъ параллелепи¬ 

педовъ, имѣющихъ одинаковое основаніе, 07пиосятся между собою 

какъ высоты. 

Положимъ, что АО и АУ (черт. 317) суть ра прямоуголь¬ 

ныхъ параллелепипеда, имѣющихъ общее осно¬ 

ваніе АС\ требуется доказать, что 

^_^АЕ 

Докае. Разсмотримъ два случая; 

Черт. 317. І-й случай, Положимъ, что кысоты АЕ 

■а АЬ соизмѣримы, и общая мѣра содержится т разъ въ ЛЕ 
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АЕ т 
и п разъ въ АЕ, такъ что -^т —— 

^ ЛЬ п 
Если чрезъ то'ііш дѣле¬ 

нія ЛИНІИ АЕ вообразимъ плоскости, параллельныя Осліоваііію, 

то параллелепипеды АО и АN раздѣлятся на т и п прлмо- 

угольныхъ параллелепипедовъ, равпыхъ между собою (§ 227); 

. АО т АО АВ 

2-й случай. Положимъ, что высоты АЕ и ЛЬ (черт. 318) 

двухъ параллелепипедовъ АО и АЕ не¬ 

соизмѣримы, и докажемъ, что отношеніе 

АО , , 
не можетъ быть на меньше ни боль- 

■ „ 
ше отношенія Въ самомъ дѣдѣ, ес- 

а:^ 

Черт. 318 
АО ^АЕ 

”3д-<31’ то вмѣсто АЬ возьмемъ 

, . . - АО АЕ ^ 
большую ЛИНІЮ Ах, такъ чтооы • Раздѣламъ линію 

ЛЕ на такое число равныхъ частей, чтобы каждая часть была 

меньше Ех\ тогда по крайней мѣрѣ одна изъ точекъ дѣленія упа¬ 

дет ь между Ь п ж; положимъ, что ^ есть такая точка. Вообразивъ 

чрезъ ^ плоскость параллельную основанію, составимъ па¬ 

раллелепипедъ АЕ, котораго высота соизмѣрима еъ высотою па¬ 

раллелепипеда АО\ слѣдоват. по предыдущему имѣемъ 

АО __АЕ 
АНлд ■ 

Если эту пропорцію раздѣлимъ почленно на допущенную нам» 

цронорцію 
АО 
АХ 

ЛЕ 
Ах ' 

то получимъ пропорцію 

.4 Л"_Ах 
АК "" ’ 

Ах , 
которая невѣрна, потому что 1, а !• 
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ГТ . . л Сг ^ 
Изъ этого слѣдуегь, что предположеніе несправеіяиво. 

Подобнымъ же обііязомъ можно обнаружить несправедливость 

. .-1^4 АЕ ^ АО АЕ 
предположенія ^ •’^того слѣдуетъ, что --у = • 

§ 259. Теорема. Объемы двухъ прямоугольньіхъ паралле.шіи- 

педовъ, имѣющихъ равныя высоты, относятся какъ площади ихъ 

основаній. 

Черт. 319. 

Положилъ, что прямоугольные параллелепипеды АО и ^5 

(черт. 319) имѣютъ равныя высоты АЕ в требуется доказать, 

аО ЛВСО 

Х8 ~ ШКР' 

Доказ. Вооб^ашмъ пряігоугольпый яараллвлвпяпедъ ад^ гогорьгі 

йлѣетъ ту же высоту, какъ параллелепипеды АО и Ь8, но въ 

которомъ а6 = АВ, а Ьс = МN. Если въ паралледепинедахъ АО 

й ад примемъ прямоугольники АЕ' а а( за основанія, и замѣтимъ, 

что эти прямоугольники ло построенію равны, то находимъ (§ 258) 

АО ^БС 
ад Ьо 

Если же въ параллелепипедахъ Е8 и ад примемъ ттрямоутольники 

М8 и Ьд за основанія' и замѣтимъ, что эти прямоугольники на 

построенію равны, то находвмъ 
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ад _ас? 

Т8~ Ш' 

Умножавъ почленно эту пропорцію на предыдущую, пайд^'иъ 

ла вс. аЬ 
Ь8~Ьс. Ш’ 

Но таігь какъ по ностроенію аЬ^АБ а Ьс = АIN, то про- 

ааведенія ВС.аЬ я Ъс. ЬМ выражаютъ площади основаній ЛВСВ 

я ^МNР\ слѣдов. 

АО _ ЛВСВ 

Ь8 ХІ1і7ѴР' 

§ 260. Теорема. Объемы двухъ прямоугольныхъ параллелептге- 

дьаг, гшіьюіцихъ ра$ния основанія и высоты, относятсл какъ 

произведенія площадей основанія на высоты. 

Положимъ, что параллеленипеды Р и Рі имѣютъ основаніями би ^1, 

а высотами Л и \\ требуется докаэать, что 

Ъ.к 

Доказ. Вообразимъ третій параллелепипедъ который имѣлъ бы 

«снованіе Ь и высоту тогда (§§ 258, 259) 

д- ьА -Р.“ ь. ■ 
Перемноживъ почленно эти двѣ пропорціи, найдемъ 

Р _Ь. к 

Рі ^ 

§ 261. Теорема. Объемъ прямоугольнаго параллелепипеда рав¬ 

няется произведенію площади его основанія на высоту. 

Доказ. Положимъ, что прямоугольный параллелепипедъ Р имѣетъ 

основаніе 6 и высоту А, и пусть будетъ ^ кубическая единица. 

По предыдущему § имѣемъ а такъ какъ ^ прини- 
V і . 1 

мается за единицу, то Р~Ь.к. Это значитъ, что число кубиче¬ 

скихъ единицъ, заключающихся въ объемѣ прямоугольнаго парал- 
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лелепвпеда, раввяетг.я произведенію чиселъ, выражающихъ высоту 

и площадь его осшшаиія. Предложеніе это обыкновенно выражается 

такъ: объемъ параллелепипеда равняется произведенію е%о основа¬ 

нія на высоту. 

Если чрезъ А изобразимъ высоту пряиоугольнаго параллелепипеда, 

а чрезъ I и т два другихъ измѣренія его, то І.т будетъ площадь 

основанія; слѣд. 

Р=А. и», 

т.-е. объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равпяется произведенію 

трехъ ею измгъренгй. 

Положимъ, напр., что высота 

ВЕ прямоугольнаго параллеле¬ 

пипеда СВ (черт. 320) содер¬ 

житъ пять единицъ, а два дру¬ 

гія его измѣренія АВ и СВ 

семь и три единицы, тогда объ¬ 

емъ его будетъ равняться 5. 7. 3= 

—105 яубичесимъ единицамъ. Не трудно удостовѣриться въ 

справедливости этого вывода, проведи изъ точм дѣленія каж¬ 

дой изъ трехъ линій ВЕ^ В Л я ВС плоскости, параллельныя 

двумъ дротамъ линіямъ: весь параллелепипедъ раздѣлится на 105 

равныхъ кубовъ, изъ которыхъ каждый представитъ кубическую 

единицу. 

Очевидно, что объемъ куба, котораго ребро есть а, равияетгк 

а®; вслѣдствіе этого третья степень какого-нябудь количества назы« 

вается его кубомъ •). 

*) Заакенктад въ хревностн задача удвоенія куба состовтъ въ опредѣдеяіі 
куба, объемъ аотораго бняъ бы вдвое бояѣе объема даннаго жуба. Ёсіе чрезъ а 
овначхнъ ребро даннаго куба, а чрезъ х ребро искомаго, то и отсюда 

а=х ^/2. Схѣдоватедъжо, ребро искомаго куба аависитъ отъ ирраціоиадьвои 

ведичкиы жоторвй аеяьэя достроить съ оомощью геометріи Квиида, т.-е. 

еъ явноясью двржуддрд в яхмеівв, а дотому іеометричесжоѳ удвоеніе жуба есть 
•адача иедозмомыаа. 

Черт. 320. 
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08ъ сказаннаго слѣдуетъ, что если отношеніе двухь линейныхъ 

единицъ а и 6 есть т, т.-е.^ ~ т, то отношеніе тѣхъ же кубиче- 
о 

л* 
скніъ единицъ^будегь т^; это значитъ: отношеніе кубичесіспхъ 

единицъ равняется третьей степени отношенія линейныхъ единицъ 

Такъ, напр., отношеніе двухъ линейныхъ единицъ, фута и дюймзг 

есть 12; отношеніе же кубическаго фута къ кубическому дюйму бу¬ 

детъ 12’ = 1728, т.-е. кубическій фугъ содержитъ 1728 кубиче¬ 

скихъ дюймовъ. 

На этомъ основано раздробленіе вубическміъ единицъ. 

§ 262. Теорема. Параллелепипеды, гимьюи^ обиі/ее основаніе и 

равныя высоты, равновелики. 

Положимъ что параллелепипеды ЛУ и АО (черт. 321) имѣютъ 

одинаковое основаніе АС н равныя высоты; требуется доказать, что 

эти наралделепинеды равновелики. 

м N го 

Черт. 321. 

Доков. Замѣтивъ, что верхнія основанія ЬУ и ЕѲ двухъ па* 

раллвленипедовъ лежатъ на одной плоскости, ноложимъ, во-пер* 

выхъ, что линіи ЕЯ и ЕО суть продолженія линіи ХР и І/ІѴ, 

т.'О. что боковыя стороны АР и АЯ лежатъ въ одной плоскости, 

такъ же какъ и боковыя стороны ВУ и Во, иля что оба па¬ 

раллелепипеда заключены между двумя параллельными плоскостями 

ЛЯ и ВО, 
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Яе трудно удостопѣриті.си паложеніегь, что треугольныя 

првзвы МВРЬАЕ и ЕСОРЕН равны. Въ самомъ дѣлѣ, па¬ 

раллелограммы и /)Л', а также параллелограммы ЛЕ в ВО 

равны, какъ противоположпыя стороны параллелепипеда, дву¬ 

гранные же уі'ли МВАЕ в NС^В^ составленные плоскостями, 

соотвѣтственно параллельными, также равны (§ 208, слѣдствіе). 

Изъ этого слѣдуетъ, что еслв призму N00^1)3. вложимъ 

въ призму МВЬ'ЕЛЕ таігь, чтобы ребро ВС совпало съ ребромъ 

АВ и двугранный уголъ ЗСВН — съ двуграннымъ угломъ 

МВАЕ. то параллелограммъ ВО совпадаетъ съ параллелограм¬ 

момъ АЕ в параллелограммъ ВЕ съ параллелограммомъ АМ\ 

слѣдов. и самыя призмы совмѣстятся. Если отъ всего много¬ 

гранника МАВО отнимемъ призму ЕСОРВН,. то останется па¬ 

раллелепипедъ еслв отъ того же многогранника отнимемъ 

равную призму МВЕЕАЕ, то останется параллелепипедъ АО. 

Отсюда мы заключаемъ, что параллелепипеды АЗ и АО равно¬ 

велики. 

АО (черт. Положимъ, во-вторыхъ, что параллелепипеды АЗ 

322), имѣющіе одинаковое 

основаніе АС и равныя вы¬ 

соты, не заключаются м.ежіу 

двумя параллельными пло¬ 

скостями. Продолживъ пло¬ 

скости АЕ, ВО, СР, ВЕ и 

ЕО, составимъ третій па¬ 

раллелен. ЛВС^^В.82\ ко¬ 

торый имѣетъ общее основаніе и одинаковую высоту съ параллеле¬ 

пипедами АЗ и АО в заключается какъ съ первымъ, такъ и 

со вторымъ между параллельными плоскостявв. Изъ этого слѣ-дуеть, 

что онъ равновеликъ какъ параллелепипеду АЗ, такъ и паралле¬ 

лепипеду АО, а потому параллелепипеды АЗ ъ АО равновелики 

между собою. 
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§ 263. Теореиа. Объемъ 7\рямого параллелепипеда равняется 

произведенію основанія на высоту. 

П^сть будетъ АБСВЕГОЯ (черт. 

323) прямой параллелепипедъ; озпачи:^ь 

площадь его основанія АВСВ чрезъ 6, 

высоту его чрезъ Ъ в объемъ чрезъ Г; 

требуется доказать, что Ѵ=Ъ. Ь. 

Доказ. Проведя чрезъ ребра АЕ и 

ЯН плоскости, перпепдикулврныя въ 

ребру АН., составимъ прямоугольный 

параллелепипедъ АБ^^ЕЕ8Н., который 

имѣетъ съ параллелепипедомъ АБСЯЕЕСН одинаковую высоту 

АЕ\ основанія же обоихъ параллелепипедовъ АБ^^ и АВСВ 

равновелики. Если же примемъ прямоугольникъ АЕНВ за 

общее основаніе обоихъ параллелепипедовъ и замѣтимъ, что вы¬ 

сота обоихъ въ этомъ случаѣ равняется ребру ЛР, то по предъ- 

идущему § заключаемъ, что оба параллелепипеда равновелики. Нс 

объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равняется Ь.Н (§ 261); 

слѣдов. объемъ прямого также будетъ равняться 6.А, т.-е. 

Г=Ь.А. 

А Л 

Черт. 323. 

§ 264. Теорема. Объемъ всякаю параллелепипеда равняется 

произведенію основанія на высоту. 

Означимъ площадь основанія какого-нибудь параллелепипеда 

чреаъ А, высоту его чрезъ А и объемъ чрезъ Ѵ\ требуется до¬ 

казать, что Ѵ=Ь.Ъ. 

Доказ. Вообразивъ прямой параллелепипедъ, ииѣющій то же 

основаніе и ту же высоту, заключаемъ на основаніи § 262. что 

зти два параллелепипеда равновелики, а такъ какъ объемъ пря¬ 

ного параллелепипеда по предыдущему § равняется Ь. А, то Ѵ~Ъ. А, 
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§ 265. Теорема Ѵи'лкая наклонная пршма равповрлика прямой 

пргізмп, высота кото2>ой рпвнлется боковому ребру наклонной 

призмы, а основаніе равно сѣченію, перпендикулярному кг боко- 

въимъ ребрамъ наклонной призмы. 

Положимъ, что АВСВЕГОиіК (черт. 324) 

есть ва^лоппая призма. Если иа ребрѣ АЕ и 

па продолженіи его возьмемъ такія двѣ точки 

й и і, чтобы = или Т.ІІ = АЕ. и 

проведемъ чрезъ точки І? и X плоскость І?5'7’<7Г 

и ^МNР^., перпендикулярныя къ боковымъ 

ребрамъ, то составится прямоугольная призма 

^МNР^Я8Т^7V., которой высота ЯЬ рав¬ 

няется боковому ребру ЕА наклонзой призмы, а 

основаніе I,МNЕ^ есть сѣченіе, перпендикуляр¬ 

ное къ боковымъ ребрамъ наклонной нрвзмы; 

требуется доказать, что АВСВЕЕСНІК 

в ^МNР^Я8ТТ^У равновелики. 

Доказ. Замѣтимъ, что въ многогранникахъ РП и ЕС сторона 

Р8ТХ7Ѵ равна сторонѣ ЬЫЕР(^ и сторона ЕѲІПК равна сто¬ 

ронѣ АВСѴЕ. Кромѣ того, боковыя ребра ихъ соотвѣтствепио 

равны. Въ самомъ дѣлѣ, линіи СЯ и АЕ какъ параллельный, 

заключенныя между параллельными плоскостями, равны; также равны 

и линій ТN и ЕЕ. Но такъ какъ АЕ=ЕВ, то НС=ТЯ. 

Изъ итого слѣдуетъ, что ИТ = СИ. Подобнымъ же образомъ до¬ 

казывается равенство другихъ боковыхъ реберъ многогранниковъ 

ВЫ и ЕС. 

Вложимъ теперь многогранникъ ВЫ въ многогранникъ ЕС такъ, 

чтобы сторона В8ТТІѴ совпала со стороною IМNР^. Такъ какъ 

боковыя ребра соотвѣтственно равны и перпендикулярны къ пло¬ 

скости іР, то они также совпадутъ, и потому многогранникъ ВН 

совмѣстится съ многогранникомъ ЕС. 

Если къ многограннику АВТІВ прибавивъ часть ВН, то полу¬ 

чимъ наклонную призму АВСВЕЕѲШК^ а если къ тому же мноічь 

Черт. 324. 
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гранаияу Л7)?77? прибавимъ часть ЬС, то получимъ примут призму 

I'МN^>^Е8Т^V^ изъ этого слѣдуетъ, что наклонная и прямая 

иризмы равновелики. 

§ 266. Теором. Всякій параллелепхтедъ дѣлится діагональною 

плоскостью на двѣ равновеликія треугольныя призмы. 

Положимъ, что АВСВЕРаН (черт. 325) есть какой- 

нибудь параллелепипедъ и^^^^бгС діагональная плоскость; 

требуется доказать, что призмы АОСЕИС и АВСЕЕѲ 

равновелики. 

Доказ. Пусть будетъ ^МNР сѣченіе, перпендику¬ 

лярное къ боковымъ ребраиъ параллелепипеда. Вслѣдствіе 
^врт. 325 

параллельности противоположныхъ сторонъ параллелепи¬ 

педа ТЛ1 Іі РЕ н ЕР І1 МЕ, а потому четыреугольникъ ЕМЕР 

будетъ параллелограммъ, и слѣдов. треугольники ЕЕР и ЕМЕ 

ревиы между собою. Изъ этого слѣдуетъ, что двѣ наклонныя тре¬ 

угольныя призмы, па которыя раздѣляется параллелепипедъ, по пре- 

іьідуіцему § равны рунъ прямымъ призмамъ, имѣющимъ одинаковую 

высоту аЕ и равныя основанія ЕМЕ и ЕЕР-., а такъ какъ пря- 

ѵьія Призмы съ равными основаніями в равными высотами равны 

(§ 227), то двѣ наклонныя треугольныя призмы ЛВСЕР'Ѳ и 

ЛЛСрЕѲ равновелики. 

§ 2в7. Теорема. Объемъ треугольной призмы равняется произ¬ 

веденію ея основанія на высогпу. 

Доказ. Пусть будетъ АМСВЕЕ (черт. 326) какая- 

нвбур треугольная призма. Дополнивъ треуголь¬ 

никъ АМС до параллелограмма АМСР и построивъ 

надъ этммъ параллелограммомъ параллелепипедъ 

АМСРВЕЕР, найдемъ по предыдущему §, что тре- 

Черт. угольная призма АМСВЕЕ есть половина этого 

вараіЬелепшівда; а такъ какъ объемъ параллелепипеда равняется 
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провзведепію осповапія АМСР па высоту ттризвгьт, то объезъ 

призмы АМСВЬЕ будетъ равняться половинѣ произведенія па¬ 

раллелограмма АМСР па высоту призмы; но половина паралле¬ 

лограмма АМСР есть треугольникъ АМС\ слѣдов. о||^бмъ тре¬ 

угольной призмы равняется произведенію ея основанія на высоту. 

Изъ этого предіоаени слѣдуетъ: 

1. Объемъ прямой треугольной призмы равняется произведенію ея 

основанія на боковое ребро. 

2. Объемъ наклонной треугольной призмы равняется произ¬ 

веденію перпендикулярнаго къ ея ребрамъ сѣченія иа боковое 

ребро ея. 

§ 268. Теорема. Объемъ всякой многоугольной призмы равц^ется 

произведенію ел основанія на высоту. 

Доказ. Такъ какъ всякая многоугольная призма можетъ быть 

раздѣлена діагональными плоскостями на треугольныя призмы, имѣю¬ 

щія одвнакія съ вей высоты, сумиа же основаній этихъ призмъ 

равняется основанію многоугольной призмы, то заключаемъ, что 

объемъ многоугольной прмзмы равняется суммѣ треугольниковъ, со¬ 

ставляющихъ ея основаніе, умноженной ня высоту, т.-е. произведе¬ 

нію ея основанія на высоту. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1. Объемъ прямой призмы равняется произведенію ея основанія 

на боковое ребро. 

2. Объемъ наклонной призмы равняется произведенію площади 

перпендикулярнаго сѣченія на ребро. 

3. Объемы двухъ призмъ относятся между собою, какъ произве¬ 

денія основаній на высоты. 

4. Объемы призмъ, имѣющихъ равныя высоты, относятся какъ 

площади основаній. 

5. Объемы призмъ, имѣющихъ равновеликія основанія, относятся 

какъ высоты. 



§ 269. Теорема. Лбѣ треуіольныя пирамѵды, и\^ѵ>кпція равно¬ 

великія основанія и равныя высо¬ 

ты, равновелики. 

Положвігь, что треугольныя пи¬ 

рамиды 8АВС и РХЛГіѴ (черт. 

327) имѣютъ равновелвкіи оспо- 

вапіа АВС и ^ЗIN и одинаковую 

высоту, равную ЯА\ требуется 

доказать, что пирамиды равнове¬ 

лики. 

Доказ. Положшіъ, что оевова- 

йія іцухъ пирамидъ находятся въ одной плоскости. 

Пусть 8ТИ пирамиды не равны, нанр., первая больше второй, и 

пусть разность между ними будетъ Р, такъ что 

8АВС—РI^^N=Р 

Представимъ количество Рвъ видѣ произведенія площади треуголь¬ 

ника АВС на нѣкоторою величину Л, т.-е. положимъ Р«= АВС.Ь., 

и раздѣлимъ высоту НА на столько ракныхъ частей НО, СР, 

РЕ, ЕЛ, чтобы каждая часть была менѣе к. Если чрезъ точки 

дѣленія О, Р, Е проведемъ плоскости, параллельныя основаніямъ 

пирамидъ, то эти плоскости пересѣкутъ пирамиды по треугольникамъ 

соотвѣтственно равновеликимъ, потому что эти треугольники по 

§ 234 пропорціональны основаніямъ АВС и ЕИШ, е эти основанія 

равновелики. 

Вообразимъ надъ треугольниками въ пирамидѣ 8АВС рядъ вы¬ 

ходящихъ призмъ т, щ, »»з, и падь треугольниками въ пира¬ 

мидѣ РЕЪШ ридъ входящихъ призмъ п, щ, я,. Изъ построенія 

видно, что 

ЗАВСС^т-^-т^А^т^-^-т^ и РЬМК^п 

Отсюда заключаемъ, что'изъ двухъ разностей ВАВС—РЕМЯ 
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Е первая имѣетъ меігьшее умепь- 

шаемое е большее вьі'гитаеиое, тГ.мъ вторая, а потому 

8АВ0— }ЧЛIN<^{т — (п-)-П|-4д^). 

Но при.'інм и «2, имѣющія равныя осповапія и равныя высоты, 

равиовелике; по той же причицѣ равновелики а призмы и 

также призмы т^ и п\ слѣдов., сок}іативъ, находимъ изъ предыду¬ 

щаго неравенства 

8АВС—РЫШ<іт, 

а такъ какъ т=^ЛВО. ЛЕ, то 8АВО — РЕАтс^АВа АЕ 

Но разность ВАВО—РЕМЕ мы означили чрезъ Р, ила чрезъ 

АВС. Ъ; слѣдов. 

АВС. Ьс^АВС. АЕ. » 

Совративъ на АВС.^ получимъ Кс^АЕ., что противно положенію. 

Йзъ этого слѣдуетъ, что пирамиды 8АВС и РЕМЕ равновелики. 

§ 270. Теорема. Треугольная шралшда есть треть призмы 

имѣющей С9 нею равновели¬ 

кіе основаніе и равную вы¬ 

соту. 

Положимъ, что треуголь¬ 

ная пирамида РЕМЕ и тре¬ 

угольная нрвзма АВСЕЕО 

(черт. 328) имѣютъ равнове¬ 

ликія основанія ЕМЕ и АВС и одинаковую высоту 00; требуется 

показать, что РЕМЕ=^-^АВСЕЕѲ. 

Доказ. Проведя въ призмѣ АВСЕЕѲ плоскости ЛОВ и і?ОР, 

раздѣлимъ ее на три треугольныя пирамиды ѲАВС., ѲАЕВ в 

ОВЕЕ. Такъ какъ треугольники Хіі/У и АВС по положенію равно¬ 

велики и высоты двухъ пирамидъ РЕМЕ и ОАВС равны, то эти 

пирамиды по предыдущему ^ равновелики. По той же причинѣ равпо- 

велвки и пирамиды РЕМЕ и ВЕРО-. 

П А Давндыя'Ь. Геоаитріл. 
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Есла же іцшаеаъ трвугольпиігь ВЕ1'' за основаніе и точку О за 

вершину пирамиды ВЕЕО^ 

трс)тольпокъ ЛЕВ за осно¬ 

ваніе и точку О за вершину 

пирамиды С А ЕВ, то оче¬ 

видце, что 8ТИ двѣ пирами¬ 

ды, имѣя равныя основанія а 

равныя высоты, будутъ также 

равновелики. 

Отсюда мы заключаемъ, что призма-42?состоитъ изъ трехъ 

пирамидъ, равновеликихъ между собою и равновеликихъ пирамидѣ 

РЕМЩ слѣдов., пирамида Р^МN есть третья часть призмы 

АБС&в. 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что объемъ всякой треугольной 

пирамиды равняется одной трети произведенія ея основанія на 

высоту. 

§ 271. Теорема. Объемъ многоугольной пирамиды равняется 

одной трети произведенія ея основанія на высоту. 

Доказ. Такъ какъ всякая многоугольная пирамида можетъ быть 

раздѣлена діагональными плоскостями па треугольныя пирамиды, 

имѣющія одинаковую съ вею высоту, сумма же основаній этихъ пи¬ 

рамидъ равняется основанію многоугольной пирамиды, то объемъ 

многоугольной пирамиды равняется одной трети суммы треугольни¬ 

ковъ, составляющихъ ея основаніе, умножеппой на высоту, т.-е. 

одной трети произведенія ея основанія на высоту. 

Если чрезъ V означимъ объемъ пирамиды, чрезъ В л 3 ш осно- 

^ В. Н 
ваше и высоту, то V——^—♦ 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ: 

1. Всякая пирамида есть треть призмы, имѣющей съ ней равнрэ 

высоту и равповеликое основаніе. 



2. Объемы двухъ пирамидъ относятся, какъ произведенія ихъ осно¬ 

ваній на высоты. 

3. Объемы двухъ пирамидъ съ равными высотами относятся, какъ 

яхъ основанія. 

4. Объемы двухъ пирамидъ съ равновеликими основаніями отно¬ 

сятся, какъ ихъ высоты. 

§ 272. Теі^иа. Объемъ успченной треугольной пирамиды, рал^ 

няемсл еуммгь объемовъ трехъ треугольныхъ 

пирамидъ, имѣющихъ высоту общую л усѣ¬ 

ченной пирамидою, а осгіованія: первая-—к«лс- 

нее, вторая—в^хнее основаніе усѣченной пи¬ 

рамиды, а третья—среднее прапорцгональное 

между ними. 

Пусть будетъ АВСВЕР (черт. 329) усѣ¬ 

ченная треугольная пирамида; требуется доказать, что она равна 

суммѣ трехъ пирамидъ одинаковой съ ною высоты, основаніями ко¬ 

торыхъ будутъ треугольники АВС., ВЕЕ и средній пропорціональ¬ 

ный между ними. 

Доказ. Провер плоскости ЛЕВ и ВЕВ., раздѣлимъ усѣченную 

пирамиду на три треугольныя пирамиды ЕАВС^ ВВЕЕ и ЕАВВ., 

изъ которыхъ первыя двѣ имѣютъ высоту общую съ усѣченной 

пирамидою, а основаніями—нижнее и верхнее основанія усѣченной 

пирамиды. 

Проведя въ плоскости АВЕС линію ЕО параллельно лиши АО, 

составимъ пирамиду ОАВВ^ имѣющую одипаковое основаніе АВВ 

съ третьею пирамидою ВАЯВ м равную съ ней высоту, потону 

что вершины Е ъ Ѳ лежатъ на линіи, параллельной плоскости 

АВВ\ слѣдов, эти пирамиды равновелики. Принимая треугольникъ 

АВѲ за основаніе и точку В за вершину пирамиды ѲАВВу заклю¬ 

чаемъ, что третья изъ пирамидъ, на которыя раздѣлилась усѣчен¬ 

ная, равновелика пирамидѣ, имѣющей высотою высоту усѣченной 

пирамиды, а основаніемъ треугольникъ АВО. Но треугольникъ 

17* 
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АВѲ есть срерШ пропорціональный меж^ треугольниками АВС и 

ВЕР. Въ самомъ дѣлѣ, такъ какъ треугольники АВС и АВѲ 

имѣютъ общую вершину В и разлячпыя осповапія АС и ^6^, то 

Черт. 329. 

(§ 141^ слѣдствіе 4). Замѣтивъ 

притомъ, что въ треугольникахъ ѲАВ и РВЕ 

углы Л ъ В равны (§ 204) и А 0—ВР (§ 37) 

находимъ (§ 148) 
АВѲ АѲ.АВ АВ 

ВЕР^ ВР. ВЕ~ ВЕ' 

Такъ какъ треугольн. АВС и подобны, 

АВ АС АС ^ АВС АВО 

аФ АВа~ОЕР' 

Если означимъ высоту усѣченной пирамиды чрезъ Я, нижнее 

й верхнее основанія ея чрезъ 7? и Ь, то объемъ ея выразится 

чре-чъ 

(В+Ь+у'Б.Ъ). 

Теорема, доказанная въ этомъ § для усѣченной треугольной пи¬ 

рамиды, справедлива также для всякой усѣченной многоугольной 

пирамиды. Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ ЬЪШР01тпр2 (черт, 297) 

Черт. 297. 

Ітпрд пересѣчетъ треугольную 

какая-нибудь усѣченная пирамида; 

па плоскости ея основанія вообра¬ 

зимъ треугольникъ ЛВС., равнове¬ 

ликій мноі оугольнику и 

построимъ треугольную пирамиду 

АВС8у имѣющую одинаковую вы¬ 

соту съ многоугольной 

наконецъ положимъ, что плоскость 

пирамиду по треугольнику аЬе. По 

§ 234 треугольникъ оЬл и многоугольникъ ^тпр^ равповслики, а 

изъ § 269 слѣдуетъ, что треугольныя пирамиды АВС8 и аЪс8 со- 
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отвѣтственно равпппеліпт многоугольнымъ пирамидамъ ^МNТ^О в 

1тпрд_0. Отсюда заключаемъ, что усѣченныя пирамиды ^МNР^^тпр^ 

ш АВСаЪс равпопелвкл. Если же означимъ высоту усѣченной мно¬ 

гоугольной пирамиды чрезъ Я, нижнее ж верхнее основанія ея чрезъ 

В и Ь и объемъ ея чрезъ Г, то по предыдущему объемъ усѣченной тре¬ 

угольной пирамиды выразится чрезъ ^ слѣдов. 

^ Н ,_ 

§ 273. Теорема. Усѣмепная треугольная призма состоитъ изъ 

трехъ пирамидъ, имѣющихъ общее съ нею основаніе^ а вершины— 

9ъ трехъ вершинахъ непараллельнаго сѣченія. 

Положимъ, что АВСІ>Е^ (чорт. 330) есть 

усѣчепная треугольная првзва; требуется до¬ 

казать, что она равна еуииѣ трехъ пирамидъ, 

имѣющихъ общее съ нею основаніе АВС^ а 

вершины въ точкахъ Е ъ Е. 

Доказ. Проведя плоскости ЛЕВ и АЕЕ^ 

раздѣляемъ усѣченную призму на три тре¬ 

угольныя пирамидыЕАЕВ и ЕАЕВ. 

Первая изъ нихъ имѣетъ основапіеиъ АВС., а вершиною точку Е. 

Вторая равновелика пирамидѣ САЕВ., имѣюшей общее съ нею осно¬ 

ваніе АЕЬ и равную съ нею высоту, такъ какъ обѣ вершины Е 

и С лежатъ па линіи ЯС, параллельной основанію. Если же при¬ 

мемъ треугольникъ АВС за основаніе и Я за вершину пирамиды 

САВЕу то очевидно, что вторая пирамида равновелика пирамидѣ, 

имѣющей основаніе АВС и вершину въ точкѣ Е. 

Черт. 330. 

Наконецъ, третья пирамида ЕАВЕ равновелика пирамидѣ СВАВ^ 

потому что онѣ имѣютъ равновеликія оспованія АВЕ и АВВ и 
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равныя высоты, тагъ каяъ обѣ вершины С ъ. Р л-ежатъ па линііі, 

вараллельной основанію. Если же примемъ треугольнякъ ЛВС аа 

основаніе и точку В за вершину пирамиды САВВ^ то заключимъ, 

что третья пираивда равновелика пираиидѣ, имѣющей основаніе АВО 

и вершину въ точкѣ В. 

Итакъ, усѣченная прмзма состоитъ изъ- трехъ пирамидъ, которыя 

имѣютъ общимъ основаніевгь АВС и вершины иъ трехъ точкахъ 

Р, Е ъ В. 

Означимъ основаніе призмы чрезъ Ь и чрезъ 2, т и п перпеН' 

дикуляры, опущенные на него изъ точекъ і?, Р я Е; тогда объ¬ 

емъ усѣченной прмамы выразится чрезъ случаѣ пря¬ 

мой усѣченной призиы боковыя ребра ея будутъ высотами трехъ 

пирамидъ, изъ которыхъ она состоитъ, и такъ какъ въ этомъ слу- 

чаѣ^,~Ь.^іЬ” есхь средняя ариѳметическая нзъ этихъ реберъ, то изъ 

зтого слѣдуетъ, что прямая усѣченная треугольная призма равно* 

велика призмѣ, имѣющей основаніе общее съ усѣченной, а высоту— 

среднее ариѳметическое изъ боковыхъ реберъ первой. 

§ 274. Теорема. Объемъ прямого усѣченною параллелепипеда (ч. 331^ 

АВСВЕЕѲН равпявтея произведенію осно¬ 

ванія АВСВ на среднее ариѳметическое 
т 

Черт. 331. 

изъ дсуоп противоположныхъ боковыхъ ре¬ 

беръ. 

Доказ. Усѣченный наралделениаед’Ь А& 

состоитъ изъ двухъ усѣченныхъ треуголь¬ 

ныхъ призмъ АБВЕЕВ я ВСВЕОВ^ 

и потому объемъ усѣченнаго парадлелепи- 

пеіа равняется: 

~^АЕ+ БЕ+ВН+ СѲ+ ВН) =. 

^~иЕ+се+2віі'+2ВН). 
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Замѣтивъ, что въ чотироугольниьѣ ЕТСгН цротивопоюяшБМ сторона 
яарахіѳльиы (§ 201, слі.дствіѳ I), что сдѣдов. этотъ четьгрѳугодьеякъ есть 
параллелограммъ, проведемъ діагональныя плосвости ЕС я ЕВ. Такъ 
яавъ линіи ЕѲ и ЕЛ, АС а Б/) дѣлятся пополамъ, то Р© есть средняя 
линія двухъ трапецій ЛЕОС и ВЕНВу а потому 

АЕ-^СО ВЕ-\-ВН 
2 “ 2 ’ 

слѣдов. ЛЕ-{-СО-^ПЕ-^ВН. 
Поэтому объемъ усѣченнаго параллелепипеда равняется 

ЛЕВ, 
{ЗВЕ-\-ЗВН)=АВВ.(ВЕ^ВН), 

. такъ какъ АВВ- 
АВСВ 

■ 2 ’ 
то объемъ этотъ выразится чрезъ 

ВЕ-\-ВН 
АВСВ 

Объемы подобныхъ многогранниковъ. 

§ 275. Теорема. Объемы двухъ треугольныхъ пирамид, имѣющихъ 
общій тригранный уголъ, относятся между собою, какъ произведенія ре¬ 

беръ сходящгиеея въ вергиинѣ зтою триграннаго угла. 
Положимъ, что 8АВС и 8аЪс (черт. 332) суть 

двѣ пирамиды, имѣющія общій триграиный уголъ 
5; требуется доказать, что 

8АВС_8А.8В.8С 
8аЬс 8а.8Ь.8с. * 

Доказ. Соединивъ точку с съ точками А т/і В, 
м замѣтивъ, что треугольныя пирамиды А8ВС 
и А8Вс имѣютъ общую вершину А, а основанія 
ихъ ВВС и 8Ве лежатъ въ одной плоскости, за 
ключаемъ, что 

8АВС_8ВС 
8АВс~ 8 Вс 

Но треугольники 8ВС и 8Вс имѣютъ общую вершину В, слѣдов. 

8ВС 8С 8АВС 8С 
ВВС ~ Вс’^ Вс' 

Далѣе треугольныя пирамиды 8АВс и 8аЬс имѣюгь общую вершину в, 

а основанія ихъ АВ8 я аЪ8 лежатъ на одной плоскости; сдѣдов. 

8АВс АВ8 

8аЬс аЪ8 
Но такъ какъ треугольники АВ8 и аЬ5 имѣютъ общій уголъ А8В, то 

АВ8 8А.В8 
аЪ8 8а. 8Ъ ’ 

и нотоку 
8АВс 
8аЬе “ 

8А.8В 
8а.8Ь * 
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Умвожявъ почдеиво мо уравненіе на предыдущее, наГідемъ 

8ЛБС^ 8А.8Б.8С^ 
8аЬе “ 8а.8Ь.8с 

§ 276. Теорема. Объемы двухъ подобныхъ четыреірачниковъ относят¬ 
ся, какъ кубы сходственныхъ реберъ. 
Пусть будутъ 8АВС и ОБМБ (черт. 316) два иодобныхъ четырегран- 

ника; требуется доказать, что 
8АВС __ 8А^ 
ОЬМБ~ Ои' 

Доказ. Въ иодобныхъ чѳтыреграння* 

кахъ 8АВС и ОТЛІ^ триграиные углы 
8 л О равны; слѣдов. (§ 275). 

8ЛВС _ 8А.8В.8С 
ОВМБ~ ОЬ.ОМ. ОБ* 

Но такъ какъ сходствешпдя ребра пропорціональны, то 

8А_ 8В_^С 
ОЬ~ ОМ~ ОЛТ’ 

а йотову 
8АВС _ 8А^ 
ОВМБ ^ ОЬ*‘ 

Теорема. Объемы двухъ подобныхъ мпоъохранииковъ относятся какъ 
кубы сходственныхъ реберъ. 

Доказ. Раздѣливъ подобные многограиниви на подобные в одинаково 
расположенные четыреграииики (§ 254), и означивъ объемы яхъ соотвѣт¬ 

ственно чрезъ У,, ?*а, Ѵі,.... Ѵі, Ѵа, и чрезъ А п а два вавихъ-ии- 
будь сходственныхъ ребра, находимъ по прсді.гдущему 

Ѵі г-2 а®’ 
слѣдов. 

Ѵ|-4- -Ь а* 

8 

• Задачи. 

233. Опредѣлить сторону куба, равновеликаго лараллелепиоеду, котораго 
взхѣронія 80, 40 в 20. 

284. Опредѣлить объемъ воздуха, заключеннаго въ прямоугольноб ком¬ 

натѣ, которой длина 80,42 ф., ширина 28,30 ф., а высота 14,15 ф, 
235. Правоугодьныб бассейнъ, длиною въ 6,5 ф., шириною въ 4,4 ф. в 
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глубиною въ 2,7 ф., наполненъ водою довысоты; сколько кубическихъ 

футовъ воды солс]»житсл въ пемъ? 

236. Найти обьомь и боковую поверхность правильной шестиугольной 
иирамйды, высота которой Я равна 63, а радіусъ К круга, описаннаго 
около основанія ея, равенъ 17. 

237. Высота усѣченной пирамиды равна Я, сходственныя стороны ея 
осное.іаій относятся какъ т; п; ])аздѣлить усѣченную пирамиду на двѣ 
равновеликія части плоскостью, параллельпою основаніямъ. 

238. Раздѣлить пополамъ пирамиду плоскостью, параллельною основанію. 
239. Раздѣлить пирамиду 8АВС на двѣ части въ отношенія т : п пло¬ 

скостью, проходящею чрезъ одно изъ реберъ ея. 
240. По данной высотѣ П усѣченной пирамиды и но двумъ ея основа¬ 

ніямъ В и Ъ опредѣлить объемъ полной пирамиды п отсѣченной часта ея. 

ГЛАВА Г. 

о тѣлахъ круглыхъ. 

О цилвядрѣ я конусѣ, о шарѣ. О сферическомъ треугольникѣ. Подобіе круг¬ 

лыхъ тѣлъ. Коническія сѣченія. Задачи. 

О цилиндрѣ и конусѣ. 

§ 277. Если црямоугольникъ АЛNМ {черт. 333) будемъ обра¬ 

щать около одной изъ его сторонъ МN^ которая 

будетъ оставатьсн неподвижною, то образуется тѣло 

ЛВеВ, называемое прямымъ круглымъ цилин¬ 

дромъ. Неподвижная сторона NN пазьшается осью, 

сторона ЛВ — образующею линіею^ круги, они- 

санные сторонами МА в ІѴІ?, — основаніями^ а Черт, ззз 

разстояніе между ними, т.е. длпна оси,—высотою цилиндра 

Можно также образовать црямой круглый цилиндръ движеніемъ 

прямой АВ (черт. 333), яонецъ которой В скользилъ бы по окруж¬ 

ности круга, между тѣмъ какъ она сама оставалась бы перпендику¬ 

лярною къ плоскости круга. 
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Цилиндрическою поверхностью вообщешшъштъ поверхность 

(черт. 334), образованную движепіегь прямой 

АВ^ конецъ которой В скользитъ по какой-ни¬ 

будь кривой ЛИВІИ ВВС^ между тѣмъ какъ она 

перемѣщается параллельно самой себѣ. Но въ оле- 

ментарпоіі геометріи изъ всѣхъ цилиндрическихъ 

поверхностей разсматривается только поверхность 

прямого круглаго цилиндра, а потому въ элемен¬ 

тарной геометріи его просто называютъ цилинд* 

Черт. 334. ромъ. 

§ 278. Если въ основаніе цилиндра впишемъ, а около него опи¬ 

шемъ правильные мпогоугольннкя, и примемъ ихъ за основанія 

прямыхъ призмъ, одинаковой высоты съ цилиндромъ, то, очевидно, 

объемъ цилиндра будетъ меньше объеиа описанной я больше объема 

вписанной призмы. При увеличеніи же числа сторонъ многоугольни¬ 

ковъ разность между объемами описанной и вписанной призмъ без¬ 

предѣльно уменьшается и можетъ быть сдѣлана меньше всякой ве¬ 

личины. Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ П высота цилиндра, 

В а Ь площади основаній описанной я вписанной нрязмы, тогда 

разность объемовъ двухъ призмъ будетъ В. {В — Ъ). По мѣрѣ 

увеличенія числа сторонъ многоугольниковъ разность {В — Ъ) без¬ 

предѣльно уменьшается (§ 174), и потому и Л. (В — 5) будетъ 

беапредѣльно уменьшаться. Такъ какъ объемъ циляпдра боль¬ 

ше объема вписанной и меньше объема описанной призмы, то 

еъ увеличеніемъ числа сторонъ многоугольниковъ вписанная и 

вписанная призмы безпредѣльно приближаются яъ цилиндру, и 

потому цилиндръ есть предѣлъ вписанныхъ и описанныхъ призмъ. 

Означимъ чрезъ Р и р периметры описаннаго и вписаннаго много¬ 

угольниковъ; поверхность описанной призмы будетъ Р. Л, по¬ 

верхность вписанной р. Л. Съ увеличеніемъ числа сторонъ много¬ 

угольниковъ Р уменьшается, а р увеличивается (§§ 131 и 132); 
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слѣд., поверхность описаапой призмы будетъ уменьшаться, а по¬ 

верхность впясанпой увели'інваться. По съ возрастапіемъ числа 

сторонъ мпогоуголыіяковъ, призмы приближаются къ совпадепію съ 

цилиндровъ; слѣд. поверхность описанпой призмы приближается къ 

Еоверхности цилиндра, уменьшаясь, а поверхность вписанной—уве¬ 

личиваясь. Это впачитъ, что поверхность цилиндра меньше поверх¬ 

ности описанной м больше поверхности вписанной призмы. Равноеть 

же между поверхвостями двухъ призмъ можетъ быть сдѣлана менѣе 

всякой величины, потому что вта разность равна Н. (Р—^), а 

Р—‘р безпредѣльно уменьшается съ возрастаніемъ числа сторонъ 

многоугольшіковъ (§ 175). Изъ зтого мы заключаемъ, что поверх¬ 

ность цилиндра больше поверхности вписанной и меньше поверхности 

описанной призмы, и что разность между поверхностями цилиндра и 

призмъ можетъ быть сдѣлана меньше всякой величины. Итакъ, по¬ 

верхность цилиндра есть предѣлъ поверхностей вписанныхъ и 

списанныхъ призмъ. 

§ 279. Прямоугольный треугольникъ АВС (черт. 335), обра¬ 

щаясь около одного изъ свонхъ катетовъ АВ., ко¬ 

торый остается неподвижнымъ, образуетъ тѣло 

АСВ^ называемое прямымъ щзуглымъ коні/сомъ. 

Неподвижная сторона АВ называется осью и так¬ 

же высотою., сторона А О—оброзукпцею линіею^ 

кругъ ВС., описанный движеніемъ катета ВС., — 

основаніемъ, а точка А—вершиною конуса 

Можно также образовать прямой круглый конусъ движеніемъ 

прямой ЛС, одинъ коиеггь которой скользилъ бы по окружности 

круга, между тѣмъ какъ другой конецъ Л оставался бы непо¬ 

движнымъ на перпендикулярѣ, возставленномъ къ кругу въ 

центрѣ его. 
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й 

Черт. 336. 

ноетъ, образоваиную движеніемъ прямой ко¬ 

торой одинъ конецъ В остается неподвижнымъ, 

между гЬмъ какъ другой конецъ Л скользить но 

какой-нибудь кривой ЛВС. Но въ элементарной 

геометріи изъ всѣхъ коническихъ поверхностей раз¬ 

сматривается только поверхность прямого круглаго 

конуса, а потому въ злементарной геометріи его 

просто называютъ конусомъ. 

Если пересѣчемъ конусъ плоскостью, параллельной основанію, 

. то получатся тѣло АВВС (черт. 337)^ 

Черт. 337. 

которое называется усѣченнымъ конусомъ. 

Очевидно, что усѣченный конусъ можно 

также образовать, обращая трапецію МВВВ 

около стороны ея къ которой параллель¬ 

ныя стороны перпендикулярны. Круги, описан¬ 

ные сторопамя МВ и XI), называются оско- 

ванілнм, разстояніе между ними—еыеотою., а 

линія ВВ—о(^азуіощею. 

§ 280. Если въ основаніе конуса впишемъ и около него опи¬ 

шемъ правильные многоугольники, и ыримемъ ихъ за основаніе 

правильныхъ пирамидъ одинаковой высоты съ копусоиъ, то, оче¬ 

видно, что объемъ конуса будетъ меньше объема описанной и боль¬ 

ше объема вписанной пирамиды. При увеличеніи же числа сторонъ 

многоугольникомъ разность между объемами двухъ пирамидъ без¬ 

предѣльно уменьшается. Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ Л—высота 

конуса, X и 6 — площади основаній описанной и вписанной 

пирамидъ, тогда разность объемовъ двухъ пирампдъ 'будетъ 

{В—Ь). Но такъ какъ съ увеличеніемъ числа сторонъ много¬ 

угольниковъ разность В—Ь безпредѣльно уменьшается, то я раз- 
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Изъ этого слѣдуетъ, что нипусг есть п^^ед7ьлъ впиоанііыхг и описан' 

иыхъ пи^}^і^^идг. 

Означимъ чрезъ Р и р периметры описаннаго и вписаннаго ипагѳ- 

угольниковъ, чрезъ I—образующую конуса и чрезъ К—апооему вни- 

саевой пирамиды; тогда поверхность оппсапной пирамиды будеп 

л а поверхность зпйсапвой-у* Съ возрасташеиъ числа сторонъ 

многоугольнивовъ Р уиепьшаетса, а р увеличивается, также увели¬ 

чивается и апоеема Л, потому что разстояніе ея основанія отъ оси 

конуса возрастаетъ; изъ этого слѣдуетъ, что поверхность описанной 

пирамиды будетъ уиепьшаться, а поверхность вписанной увеличи¬ 

ваться. Но такъ какъ съ возрастаніемъ числа сторонъ многоуголь¬ 

никовъ описанная и вписанная пирамеды приближаются къ совпаде¬ 

нію съ конусомъ, то поверхность описанной пирамиды приближается 

къ ней—уменьшаясь, а поверхность вписанной—увеличиваясь; это 

значитъ, что поверхность конуса меньше поверхности описанной и 

больше поверхности вписанной пирамиды. 

Замѣтимъ, что разность между поверхностями описанной и впи¬ 

санной пирамидъ можетъ быть сдѣлана мепѣе всякой величины. 

Въ самомъ дѣлѣ, эта разность равпяется^^ —но І*1~рА= 

РІ — рН—рі~{~рі=і (Р — р)+^ {I — Л), а такъ какъ разности 

Р—р и I—Л при увеличеніи числа сторонъ мпогоугольпиковъ без¬ 

предѣльно уменьшаются, то разность^—^ иожетъ быть сдѣлана 

менѣе всякой величины. 

Изъ этого слѣдуетъ, что поверхность конуса естъ предіьлъ по¬ 

верхностей вписанныхъ и 07ѵисанныхъ пирамидъ. 

Очевидно, что усѣченный конусъ будетъ предѣломъ вписанныхъ и 

описанныхъ усѣченныхъ пирамидъ. 

§ 281. Теорема. Боковая поверхность цилиндра равняется про¬ 

изведенію окружности его основанія на высоту. 
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Допаз. Это предложеніе слѣдуетъ изъ того, что поверхность ци¬ 

линдра есть предѣлъ кпиеанныхъ и описанныхъ призмъ. Положимъ, 

что Р есть поверхность цилиндра, О—окружность основанія м Н 

высота его; тогда (§ 231, слѣдствіе 1) Р~0. В. 

Изъ этого предложепія слѣдуетъ, что боковая новерхпость ци¬ 

линдра равняется площади прямоугольника, котораго высота есть 

высота цилиндра, а основаніе равно выпряилеппой окружности его 

основапія. 

Ёсдн озиачямъ чрезъ В радіусъ основанія цилиндра и замѣтимъ, 

что 0=2пі2, то находимъ Р=2т:ВН. 

Полная же поверхность цилиндра, т.-е. боковая поверхность его, 

сложенная съ нлощадями двухъ его основаній, будетъ 2т:МН-^2-кЯ^. 

§ 282. Теорема. Объемъ цилиндра равнлется произведенію пло- 

щади ею основанія на высоту, 

Доказ. Это предложеніе слѣдуетъ изъ того, что объемъ цилиндра 

есть предѣлъ объемовъ вписанныхъ и опясапныхъ призмъ. 

Пусть будетъ В е Н объемъ, площадь основанія и высота 

цилиндра, тогда (§ 268, слѣдствіе 1) Ѵ—В. Н. 

Если означимъ радіусъ основанія цилиндра чрезъ Я и замѣтимъ, 

что то находимъ Ѵ—пВЩ. 

§ 283. теорема. Боковая поверхность конуса равняется про- 

изведенію окружности ею основанія на половину образующей линіи. 

Доказ. Это предложеніе слѣдуетъ изъ того, что поверхность кону¬ 

са есть предѣлъ поверхностей вписанныхъ и описанныхъ пирамидъ. 

Пусть будутъ Р, О и г поверхность, окружность основанія н 

■образующая линіи конуса, тогда (§ 235) Р^-^- 
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Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что боковая поверхность конуса 

равняется площади іреуголышка, котораго высота есть образую¬ 

щая лвніл, а основаніе равняеіся выпрямлеппой окружности осно¬ 

ванія конуса. 

Если означимъ чрезъ Я радіусъ основанія в замѣтимъ, что 

0=2тіІ2, то найдемъ Полная поверхность конуса, т.-е. 

боковая его поверхность, сложеииая съ площадью его основанія, 

равняется гМІ-\--кЯ^. 

§ 284, Теорема. Боковая поверхиость усѣченною конуса рав^ 

нлется полусуммѣ окружностей его основаній, умноженной на обра- 

дующую линію. 

Доказ. Это предложеніе слѣдуетъ изъ того, что поверхность усѣ¬ 

ченнаго конуса есть предѣлъ новерхностей вписаниыхъ и описан- 

НШ1. усѣченныхъ пирамидъ. 

Такъ какъ поверхность усѣченной пирамиды равняется также пе¬ 

риметру средняго сѣченія, умноженному на аноѳему (§ 236), то по¬ 

верхность усѣченнаго копуса равняется также произведенію окруж¬ 

ности (редііяго сѣченія на образующую. 

Если означимъ чрезъ Я л г радіусы нижняго и верхняго основа- 

шй усѣчедпал? тнуса я чрезъ 2 его образующую, го боковая яо- 

верхность будетъ равняться ^^-^лли 

§ 285. Теорема. Объемъ конуса равняется произведенію площади 

его основанія на треть высоты. 

Доказ. Это нредложепіе слѣдуетъ изъ того, что конусъ есть пре¬ 

дѣлъ вписанныхъ и описанныхъ пирамидъ. 

Пусть будетъ Г, 5 и Я объемъ, ндощадь основанія и высота 

конуса, тогда ^ 271) 
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Если означимъ радіусъ основанія конуса чрезъ Д в замѣтимъ, что 

т, -гм тг 'пЛ-Я 
то находимъ Ѵ=—^— 

§ 28в. Теорема. Объемъ усѣ'іечиаго конуса раненъ объему тр/'хъ 

конусовъ^ имѣющихъ высоту обікую съ усіьчсннчмъ, а основанія: 

первый—ниоюнее, второй—верхнее основаніе усѣченнаго конуса, а 

третій—среднее пропорціональное между ними. 

Докаэ. Это предложеніе слѣдуетъ изъ того, что усѣченный ко¬ 

нусъ есть предѣлъ втпісанныхъ и описапныхъ усѣченныхъ пирамидъ. 

Если означимъ чрезъ К л г радіусы нижняго и верхняго основа¬ 

ній усѣченнаго конуса, чрезъ Я его высоту в замѣтимъ, что сред- 

вое пропорціональное между площадями нижняго в верхняго осно¬ 

ваній равняется Ѵ"і:то завлючаемъ, что объемъ усѣ- 

ченпаго конуса будетъ --В. 

О шарѣ. 

§ 287. Полукругъ АСВ (черт. 338), обращаясь около своего 

діаметра АВ., который остается непо- 

рижньшъ, образуетъ тѣло АВСІ>^ к(Ь- 

торое называется шаромъ или сферою. 

Точка О, равно отстоящая отъ всѣхъ 

точекъ поверхности шара, называется 

центромъ^ линія, соедияяющаи центръ 

съ какой-нибудь точкою поверхвостя 

ЧертТ 338 тара,—радіусомъ, а линія, проходящая 

чрезъ пентръ и соединяющая двѣ точки поверхности,— 

шара. 

Такъ какъ всѣ радіусы шара равны, то шаръ есть тѣло, ограни- 

ченное поверхностью, всѣ точки которой находлшсл на равномъ 

разстояніи отъ одной внутренней точки • імсысаіл іа і инрслп. 
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^ 288, Теореиа Всякое сѣченіе шара плоскоотью есть кругъ 

Пусть будетъ А В (терт. 339) сѣченіе ша¬ 

ра какой-нибудь плоскостью; требуется дока¬ 

зать, что это сѣченіе есть кругъ. 

Доказ. Опустимъ изъ центра О перпенди¬ 

куляръ ОК на сѣченіе АВ и соединимъ осно. 

ваніе перпендикуляра К съ точками С, В, В 

линіи сѣченія. Прямоугольные треугольники 

СКО^ ВКО^ ВКО равны, потому что имѣютъ ^9. 

общій катетъ ОК и кромѣ того гипотенузы ихъ, какъ радіусы шара, 

равны; слѣд. КС^КВ=КІ>. Изъ этого слѣдуетъ, что точки ли¬ 

ніи сѣченія находятся на равномъ разстояніи огь точки ІГ, а потому 

эта линія есть окружность, которой центръ совпадаетъ съ основа¬ 

ніемъ перпендикуляра. 

Если разстояніе плоскости сѣченія отъ центра шара, т.-е. длину ли¬ 

ніи ОК^ означимъ чрезъ радіусъ шара чрезъ В, и радіусъ сѣ¬ 

ченія чрезъ г, то г~У — К^. 

Изъ этого слѣдуетъ: 

1. Сѣченія, равно отстоящія отъ центра, равны. 

2. Изъ двухъ неравныхъ сѣченій то, которое ммѣбтг большій ра¬ 

діусъ, ближе къ центру. 

3. Сѣченіе, проходящее чрезъ центръ шара, больше всякаго дру¬ 

гого сѣченія. Вслѣдствіе этого кругъ, образованный сѣченіемъ, про- 

ходящймъ чрезъ центръ, называется большимъ кругомъ^ а кругъ, 

образованный сѣченіемъ, не проходящимъ чрезъ центръ,—малымъ 

кругомъ. 

§ 289. Такъ какъ большой круть есть сѣченіе, проходящее чрезъ 

центръ шара, то: 

1. Радіусъ большого круга равенъ радіусу шара. 

2. Два большихъ круга дѣлятся пополамъ, потому что линія, по 

которой они пересѣкаются, проходитъ чрезъ ихъ общій центръ ж 

будетъ поэтому общимъ ихъ діаметромъ. 

А. Дкавцйп Гвомв рія. 18 
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3. Всякій большой кругъ дѣлитъ шаръ на двѣ равныя части, по¬ 

тому что эти части прн наложеніи совпадаютъ. 

4. Чревъ каждыя двѣ точки, взятыя иа поверхности шара, можн4 

провести окружность большого круга. 

Очевидно, что двѣ точки на поверхности шара, не лежащія съ 

пентромъ на одной прямой, опредѣляютъ положеніе большого 

яруга. 

Когда шаръ разсматривается какъ тѣло, происшедшее отъ обра¬ 

щенія круга Аі^ВМ (черт. 340) 

около діаметра ЛВ^ то діаметръ 

АВ называется осью шара, два 

конца его А и В — гюмосами^ 

большой кругъ М^^ пернендику- 

лярпый къ экваторомъ^ ма¬ 

лые круги ?ид, перпенди¬ 

кулярные къ оси, паралмлмми^ 

наконецъ, большіе круги АрВ^ 

проходящіе чрезъ ось,— 

меридіанами '*). 

§ 290. Теорема. Вратчлйшее разстояніе двухъ точекъ на 

поверхности шара есть дуга большою круга, соединяющая эти 

точки. 

Черт. 340. 

Положимъ, что Д и .В (черт. 341) 

суть какіацибудь двѣ точки на 

поверхности шара, ЛСВ дуга боль¬ 

шого круга, проходящаго чрезъ эти 

точки, и ЛЕВВВ какая-нибудь 

линія на поверхности шара, со¬ 

единяющая тѣ же точки; требует¬ 

ся доказать, что дуга ЛС'В<^дуги 

АЕѴГВ. 

О Замѣч. Эти названія заимствованы нзъ географіи. 
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До-каз. Провеземъ чрезъ точки В ъ какую-нибудь точку В 

линіи АЕВРВ дуги большихъ круговъ АВ и ВВ. Если соединимъ 

точки В и І) съ центромъ шара О, то составится тригранный 

уголъ ОАВВ^ котораго плоскіе углы АОВ^ АОВ н ВОВ измѣ¬ 

ряются дугами АВ^ АВ и ВВ\ а такъ какъ во всякомъ тригран- 

Еомъ углѣ одинъ изъ его плоскихъ угловъ менѣе суммы двухъ 

другихъ (§ 215), то АВ<^АВ~\-ВВ. Далѣе соединимъ дугами 
-большихъ круговъ точку Е линіи АЕВ съ точками^'^. и В; а также 
•соединимъ дугами большихъ круговъ точку Влиніи ВЕВ съ точками 
В и В; находимъ; АВ<^АЕ-{-ЕВ н ВВ<^ВЕ-\-ЕВ и слѣдова¬ 
тельно АВ<^ АЕ^-ЕВ-{-ВЕ-\-ЕВ. Разсуждая'такимъ образомъ 
далѣе, заключаемъ, что линія ЛЕВЕВ будетъ предѣломъ лиыш, 

составленной изъ дугъ большихъ круговъ; а иакъ послѣдила боль¬ 

ше дуги ЛСВ^ то линія ЛЕВЕВ, соединяющая точки А в. В, бу¬ 

детъ больше дуги большого круга АСВ^ соединяющей тѣ же точки. 

§ 291. Плоскость, имѣющая съ‘поверхностью шара только одну 

общую точку, называется касательною плоскостью, а общая ихъ 

точка—точкою касанія. 

Теорема. Радіусъ, проведенный въ точку касанія, перпендикуляр 

ренъ кг касательной плоскости. 

Доказ. Линія, соединяющая центръ съ точкою касанія, короче 

линій, соединяющихъ центръ съ другими точками касательной плот¬ 

скости, а кратчайшее равстояніе точки отъ плоскости есть перпен¬ 

дикуляръ (§ 149). 

Обратная теорема. Всякая плоскость, перпендикулярная къ концу 

радіуса, есть касательная плоскость. 

Доказ. Плосиость, перпендикулярная къ концу радіуса, другой 

точки обшей съ поверхностью шара имѣть не можетъ, потому что 

въ противномъ случаѣ, соернивъ эту точку съ центромъ шара, по¬ 

лучили бы наклонную, равную перпендикуляру. 
18 
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Линіи, проведенныя въ касательной плоскости чрезъ точку каса¬ 

нія, имѣютъ также одну только общую точку съ поверхностью ша¬ 

ра; эти ЛИВІИ называются поэтому касйтельными линіями. 

§ 292. Тоорена. Поверхность шара равняетм произведен'^ 

окружности большого круга на діаметръ. 

Доказ. Положимъ, что около полукруга Ыиѵі (черт, 342) опкса- 

на половина правильнаго многоугольника аЬс^е^дН, имѣющаго чет¬ 

ное ЧИСЛО сторонъ. При обра¬ 

щеніи полукруга вмѣстѣ съ 

многоугольникомъ около діа¬ 

метра Ы полукругъ образуетъ 

шаръ, а полумногоугольниЕЪ— 

тѣло, состоящее: 

1) Изъ двухъ полныхъ ко¬ 

нусовъ, образованныхъ линіями 

аЪ и дН\ 

2) изъ ряда усѣченныхъ ко¬ 

нусовъ, образованныхъ линія¬ 

ми 6с, ей...; 

3) изъ пилиндра, образованнаго линіею йе, если предположимъ, 

что эта линіи параллельна діаметру Ы. 

Поверхность конуса, образованнаго линію об, равняется (§ 283) 

2тс.й>.“ = 2x16.05. Еелм соединимъ точку л съ центромъ О, озна¬ 

чимъ радіусъ шара чрезъ В и замѣтимъ, что прямоугольные тре¬ 

угольники азО м Ыа, имѣющіе общій уголъ о, подобны, то найдемъ 

“1 = ^ или ІЬ.аз = В.аІ\ поэтому поверхность разсматриваемаго^ 

конуса равняется 2піг.о7. Но Чт.В есть окружность большого кру¬ 

ги, а аі высота конуса; слѣдов. эта поверхность равняется окруж- 

носпш большого круга, умноженной на шесту конуса. 
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Поверхность усѣченнаго конуса, образованнаго обращеніемъ 

какой-нибудь изъ сторонъ многоугольника, напр. стороны с^, но 

§ 284 равна 2г^.их.сй. Соединивъ точку и съ центромъ м 

опустивъ изъ точки с перпендикуляръ на линію пй, составимъ 

два нрямоугольныхъ треугольника ихО и которые подобны 

между собою, нотому что стороны ихъ взаимно перпендикулярны; 

^ их сс, т XI іт 
слѣд. ^ = млн их . сгі = л.сс^. Поэтому поверхность раз¬ 

сматриваемаго усѣченнаго конуса равняется . сс-^ \ а такъ какъ 

асі есть высота усѣченнаго конуса, то поверхность его также 

равняется окруоюности большого круга, умноженной на высоту его. 

Наконецъ, предположивъ, что лилія ^ параллельна діаметру ^г, 

найдемъ, что поверхность цилиндра ею образованнаго равняется 

2т:.р€Яе (§ 281); но ре== Оѵ — Е\ слѣд. поверхносіъ разсматри¬ 

ваемаго цилиндра равняется также окружности большого круга^ 

умноженной на высоту его. 

Изъ сказаннаго мы заключаемъ, что поверхность, образованная 

обращеніемъ многоугольника аЬсйе[д'к, состоитъ изъ частей, изъ 

иоторыхъ каждая равняется произведенію ея высоты на окружность 

большого круга; слѣдов, сумма всѣхъ этихъ поверхностей равняется 

окружности большого круга, умноженной на сумму ихъ высотъ, т.-е. 

на ЛИВІЮ ак. 

При увеличенія числа сторонъ многоугольникъ безпредѣльно нри- 

^5лижается къ кругу, а потому поверхность шара будетъ предѣломъ 

поверхности, образованной чрезъ обращеніе мыогоугодьнияа. Замѣ¬ 

тивъ притомъ, что линія аЛ съ возрастаніемъ числа сторонъ без¬ 

предѣльно приближается къ діаметру Ы, заключаемъ, что поверх¬ 

ность шара равняется окружности большого круга, умпожсаной на 

діаметръ. 

Такъ какъ окружность большого круга равна 2иД то поверх¬ 

ность шара выразится чрезъ 47ті?^. 
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Замѣтивъ, что "пі?* означаетъ площадь большого круга, заклю¬ 

чаемъ, что поверхность шара равняется также четыремъ площадямѵ 

большою і^уга. 

Если поверхности двухъ шаровъ означимъ чрезъ Р и ;р, ра¬ 

діусы ихъ чрезъ Л и г, то Р = 47гЛ® и р = слѣдов. 

Р 
—= і т.-е. вое^існооті* шаровъ (утноеятсл какъ квадраты ихъ 

радіусовъ. 

$ 293. Часть ЛСВВ (черт. 343) поверхности шара, заключен¬ 

ная между двумя параллельными кругами 

АВ и СВ, называются иш^)ов?)Шг полсола 

илп зоною, параллельные ируги ЛВ и СВ 

называются основаніями, я разстонвіе меж¬ 

ду ними—высотою пояса. 

Изъ сказаннаго при опредѣленіи поверх¬ 

ности шара слѣдуетъ, что пов^хность ша¬ 

рового пояса равняется произведенію ел 

высоты на окружность большого круга. 

Если означимъ высоту пояса чрезъ Н и радіусъ шара чрезъ В, 

то поверхность пояса выразится чрезъ ^т.ВН. 

Черт. 343. 

Часть (черт. 343) поверхности шара, отсѣченная пло¬ 

скостью , называется отрѣзкомъ или сегментомъ шаровой по¬ 

верхности, а РіЛГ—часть радіуса, перпендикулярнаго къ плоскост» 

сѣченія ^1^1, называется высотою отрѣзка. 

Изъ сказаннаго при опредѣленіи поверхности шара слѣдуетъ, что 

поверхность шарового сегмента равняется произведенію его въгсоты 

на окруоюность большого круга. 

Если означимъ высоту сегмента чрезъ Я и радіусъ шара чрезъ 

й, то поверхность сегмента выразитси чрезъ 2ийЯ. 

294. Теорема. Объемъ шара равняется произведенію ею по¬ 

верхности на треть радіуса. 
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Доказ. Вообразилъ па шарѣ значительное число точекъ, прибли¬ 

зительно равиомѣі'но распредѣленныхъ по всей поверхности его, и 

чрезъ каждую точку касательную плоскость, получимъ мвогогран- 

нвлъ, описанный около шара, который съ увеличеніемъ числа то¬ 

чекъ, общихъ съ шаромъ, безпредѣльно къ нему приближается. 

Если же соедпшімъ центръ шара со всѣми вершинами многогранпи- 

ка, то мііогогранникъ раздѣляется на пирамиды, которыя имѣютъ 

высоту, равную радіусу шара, а основаніямя—стороны мпогограп- 

иика. Объемъ всякой пирамиды равняется произведенію основанія 

иа треть высоты, а потому объемъ многогранника будетъ равняться 

произведенізо его поверхности на треть радіуса. Изъ этого слѣду¬ 

етъ, что объемъ шара равняется нрозведенію его поверхности на 

треть радіуса. 

Означимъ радіусъ шара чрезъ В и, замѣтивъ, что поверхность 

его равняется 4в:Л2, найдемъ, что объемъ шара равняется 

или пЛ*. 
о 3 

Если означимъ діаметръ шара чрезъ V и замѣтимъ, что 

/ \з 
I то найденъ, что объемъ шара равняется—^-* 

Пусть будутъ V ъ V объемы рухъ шаровъ, Вег ихъ ра- 

4 4 V В^ 
діусы; тогда ѵ = -^г.г^^ слѣд.= т.*е. объ- 

емы шаровъ относятся какъ кубы ихъ радіусовъ. 

§ 295. Часть шара АОВС (черт. 344). 

ограниченная сегментомъ АВС и кониче¬ 

скою поверхностью .40В, имѣющею вер¬ 

шину въ центрѣ шара, называется сфери¬ 

ческимъ вырѣзномъ или секторомъ. Очевид¬ 

но, что сферическій секторъ можно разсма¬ 

тривать какъ тѣло, происшедшее отъ обраше- 

н’я кругового сектора ВОС около радіуса 

круга СО. 

Черт. 34-1. 
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Изъ сказаннаго при опредѣленіи объема шара слѣігуегт., что объ¬ 

емъ сферическаго сектора раеенъ поеерхтсти шаротю сегмента, 

умноженной на треть радіуса. 

Если означимъ чрезъ V объемъ сферическаго сектора,* чрезъ Я 

высоту сегмента ЛСВ в чрезъ В радіусъ шара в замѣтимъ, что 

поверхность сегмента рааняется 2г<ЕІІ (§ 293), то найдемъ, что 

2 
объемъ сферическаго сектора равняется-^кЯ®Я. 

§ 296. Сферическимъ секторомъ, въ смыслѣ болѣе общемъ нежели 
въ предыдущемъ §, называется тѣло 
Ж^О^xМ^{че^. 345), образованное чрезъ 
обращеніе кругового сектора ЬОМ около 
діаметра АБ. Описанный при атомъ дугою 
ЬМ поясъ ^^\М\М называется основаніемъ 
сектора. 
Изъ сказаннаго при опредѣленіи объема 

шара слѣдуетъ, что объемъ сферическаго 
сектора равняется произведенію его осно¬ 
ванія на треть радіуса шара. Если озна¬ 

чимъ высоту его основанія чрезъ Я (§ 293), 

радіусъ шара чрезъ Я и замѣтимъ, что по¬ 
верхность пояса ЬЬхМ-іМ равняется 2я-КЯ, то найдемъ, что объемъ 

2 
сферическаго сектора равняется -^тсЯ^Н. 

Когда одинъ радіусъ кругового сектора 7^ ОМ совнадаетъ съ радіусомъ 
ОЛ, то сферическія секторъ принимаетъ видъ сферическаго сектора 
предыдущаго §, 

§ 297. Часть шара ЬММіЬі (черт. 345), содержащаяся между двумя 
параллельными сѣченіями ЬЬі н ММі называется сферическимъ слоемъ; 
аараллельныя сѣченія я ММі называются отованіями слоя, а раз¬ 
стояніе между ними—его высотою. 

Для онредѣлеяія объема сферическаго слоя ЬММіЬі замѣтимъ, что 
онъ равняется сферическому сектору сложенному съ кону¬ 
сомъ ЬОІ^ безъ ковуса МОМх. Если означимъ объемъ сферическаго 
слоя чрезъ V, его высоту чрезъ Н, радіусъ шара чрезъ Я в перпепли- 
куляръ, опущенный нзъ центра на плоскость Ы/і, чрезъ К, то радіусъ 

круга будетъ |/ — а радіусъ круга ММі будетъ 

А 
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еіѣдов. объемъ вонуса равенъ 

я(Л*-^С*'Я 
3 * 

а объемъ Еопуса МОМ^ раввиъ 

ВД (К—Н) 

3 
2 

а такъ кавъ ооъемъ сфернаесваго сектора ЬЖОЬ-^М^ равенъ-^я В?В. 

(§ 296), то 
„ 2яЛ»Я4-я (Л* —Я’*)Я—я [Л* —(Я—Я)*1 (Я—Я) 

3 

к во сокращеніи 
я Я> 

Ѵ = яЯ(К2 —Я*+ЯЯ)— 

Это віц)аженіѳ можно представить въ другомъ видѣ, введя вмѣсто Л я 
К радіусы двухъ основадій слоя. Пусть будутъ п г радіусы основаній 
ЛЛі и ММ^. Замѣіииъ, что — — — находимъ 

К Н = 
г8—гі»Ч-Я*. 

2 ’ 

а такъ какъ Л* — Я® = Гі», то 

V = II 
лгі 4- ягі« I яЯ» 

г с > 

т.-е. объемъ слоя равняется произведенію полусумми е*о основаній на л*- 
соту, сложенному съ объемомъ шара, имѣющаго ѵму высоту діамепу^мъ^ 

§ 298. Часть шара АВС (черт. 344), отсѣченяал ихоскостъю ЛВ, 
называется сферическимъ отрѣзкомъ иди сегментомъ; СО, часть раь- 

Чері'. 344. 

Йусац перпендивуіярнаго въ пяосеостн сѣчепіі АВ, называется вчеотсуъ 
отрѣзкаи. 

Очевидно, что принимая радіусъ верхняго основанія шарового сдое 
равнымъ нулю, подучимъ отрѣзовъ шара; сдідов. додождвъ Гі» О въ вы* 
раженів предыдущаго §, найдемъ 

Ѵ = 
я Яг* я Я* 

2 
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*,-в, объемъ іиаровоіо отрпака равняется половинѣ объема цилиндра 
одинаковой высо7Пы и одинаковаго основанія съ отрѣзкомъ, сложенной 
объемомъ шара, имѣющаго ею высоту діаметромъ. 

§ 299. Часть шаровой поверхности АВВСА (черт. 346), содержащаяся 
А. между двумя подуовружностями ВВА и А СВ 

большихъ вруговъ, называется двусторонникомъ. 
/ \ \\ Построимъ въ центрѣ шара линейный уголъ 
/^\'^\\ вое двуграннаго угла ВВАС и положимъ, что 

I)С есть дуга большого круга, служащая мѣрою 
\ этого угла; ВС называется дугою двустороннива. 
\ / // Очевн,гно, что есть дуга большого круга, дер- 

пѳндикулярнаго въ діаметру АВ. 

В Означимъ поперхность двустородника чрезъ 
Черт. 346. В, дугу его чрезъ а и радіусъ піара чрезъ В. 

Замѣтивъ, что поверхность двусторонника относится къ поверхности 
шара, какъ дуга двустороннива къ овружности большого круга, найдемъ 

5 а „ 

произведенію ею дуги на діаметръ шара. 

Когда дуга двусторонника равняется четверти окружности, то двусто* 
ронЕнкъ называется прямымъ. Очевидно, что поверхность прямого дву* 
сторонника равна п&. 

О Сферическомъ треугольникѣ. 

§ 800. Возьмемъ на поверхности шара (черт. 347) три какія-пибудь 
точки А, В, С я проведемъ чрезъ нихъ дуги 
большихъ круговъ. Часть поверхности ша¬ 
ра, ограниченная треия дугами АВ, ВС л 
АС, называется сферическимъ треугольни¬ 
комъ-, дуги АВ, ВС я АС называются 
сторонами треугольника. Въ точкѣ А про¬ 
ведемъ касательныя АМ н АN къ дугамъ 
АВ я АС-, уголъ МАN, составленный этими 
касательными, принимается за уголъ сфе¬ 

рическаго треугольника между его сторо¬ 
нами АВ я АС- Уголъ сферическаго тре¬ 
угольника, заключающійся между его сто¬ 

ронами АВ и АС, означается или одною буквою А, или тремя бук- 

■ами ВАС. 

Скщдинивъ точки .4, В и С, съ центромъ шара О, составимъ трнгран- 

вяй уголъ ОЛВС, котораго плоскіе углы АОВ, В ОС я СОА изиѣряются 
дугами, а двугранные углы—углами сферическаго треугольника. Въ самомъ 

Черт. 347. 
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дѣлѣ,вершина плосеихъ угловъ АОВ^ ВОС и СОА находится въ центрѣ, 

и потому эти углы измѣряются дугами АВ, ВС и СА. Стороны же АМ 
и АN угла ЫАК перпендикулярны еъ радіусу ОА и лежатъ соотвѣт¬ 

ственно въ плоскостяхъ В АО и САО\ сдѣдов. ЖАN есть линейный уголъ 
двуграннаго ВАОС. 

§ 301. Такъ ЕВЕъ до предыдущему § стороны и углы сферняесЕаго 
треугольника вуть мѣры пдосеихъ и двугранныхъ угловъ триграннаго, 

Еотораго вершина находится въ центрѣ, то изъ этого слѣдуетъ: 
1. Каждая сторона сферинесЕаго треугольника менѣе суммы двухъ дру> 

гихъ сторонъ (§ 215). 
2. Сумма всѣхъ сторонъ сферическаго треугольника менѣе окружности 

большого круга (§ 216). 
3. Сумма угловъ сферическаго треугольника болѣе двухъ в менѣе шести 

прямыхъ угловъ (§ 217). 
4. Въ равнобедренномъ сфарическоиъ треугольникѣ углы, лежащіе про¬ 

тивъ равныхъ сторонъ, равны (§ 224). 

5. Два сферическихъ треугольника, имѣющіе по равному углу, заклю¬ 
ченному между двумя соотвѣтственно равными дугами, равны или сим¬ 

метричны (§ 221). 
6. Два сферическихъ треугольника, имѣющіе по равной сторожѣ, за¬ 

ключенной между двумя соотвѣтственно равными углами, равны или сим¬ 

метричны (§ 222). 
7. Два сферическихъ треугольника, имѣющіе стороны соотвѣтственно 

равныя, равны или сииметричны (§ 220). 

8. Два сферическихъ треугольника, имѣющіе углы соотвѣтственно рав¬ 
ные, равны или симметричны (§ 223). 

§ 302. Задача. Опредѣлитъ площадь сферическаго треугольника по 
тремъ даннымъ угламъ его. 
Рѣшеніе. Пусть будетъ, во-первыхъ, АВС 

(черт. 348) равнобедренный сферическій 
мрѳутольвикъ, въ которомъ АВ = ВС. 

Продолживъ стороны треугольника АВС, 
получимъ три окружности большихъ кру¬ 
говъ, АСМЬ, АВМN и ВСN^. Сфериче¬ 
скій треугольникъ АNС также равно¬ 

бедренный, потому что стороны его ^4^^ и 
ІУС служатъ дополненіяии до полуокруж- 
мости сторонамъ АВ а ВС. Стороны тре¬ 

угольника АВ'С соотвѣтственно равны сто¬ 
ронамъ треугольника ВЬМ. Въ саномъ дѣлѣ, 

Черт. 348. 

NСВ и СВЬ суть полу¬ 
окружности; слѣд., вычтя изъ нихъ до дугѣ ВС, найдемъ ВС= ЬВ. По- 
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добнимъ образомъ найдемъ, что стороны АС в ЬМ равны между собою 
Всдѣдствіѳ равенства сторонъ равнобедренные треугоіьннки АNС и 
ЬВМ равны я совмѣстимы (§ 801, сдѣдств. 7). 

Есди въ двусторонникѣ ВАNСВ замѣнимъ треугольникъ NАС трѳ- 

угодьникомъ ВВЖ и прибавимъ въ нему двустороиники ЬВОАЬ и 
МВ АСЫ, то иодучииъ поверхность полушара ЛСМЬВ, сдожениую 
съ двумя треугольниками АВС. Означивъ поверхность сферическаго тре¬ 
угольника чрезъ 8, дуги, измѣряющія углы А, В, С, чрезъ а, Ь, с а ра¬ 
діусъ шара чрезъ г, сайдемъ, что иоверхность трехъ двустороняиковъ 
МВЛСМ, ЬВСАЬ и ВАВСВ равна (яЬ-1"(§ 299) н потому, 

2яг2 4- 25 = (а 4- Ь -[- с)2г; 

отсюда 
5=(а-|'ЬЧ-^ — лг)г. 

Эта же формула выражаетъ площадь какого-нибудь сферическаго трѳ- 

утодьнйка. Въ самомъ дѣдѣ, иусть будетъ АВС (черт. 349} какой-нибудь 
сферическій треугольникъ; вообразимъ перпендикуляръ, опущенный изъ 
центра шара на плоскость, проходящую чрезъ точки Л, В и С, и пусть 
О будетъ точкою встрѣчи этого серпендакуляра съ поверхностью сфе¬ 

рическаго треугольника АВС\ такъ какъ этотъ перпендикуляръ находится 
на одинаковомъ разстояніи отъ точекъ Л, В и С 
(§ 288), то точка О равно отстоитъ отъ этихъ то¬ 
чекъ, и если проведемъ дуги большихъ круговъ 
АО, ВО и СО, то эти дуги, соотвѣтствующія рав- 

ныиъ хордамъ, будутъ равны; слѣдов. сферическій 
треугольникъ АВС раздѣлится дугами АО, ВО и 
СО на тря равнобедренныхъ сферическихъ тре¬ 

угольника АОВ, вое и СО^. Означивъ дуги угловъ іреугольника ^ОВ 
чрезъ яі, и Ох, треугольника ВОС чрезъ Ц, с,, о^, і-реугольвика ЛОО— 

чрезъ Оа, о», с,, найд.емъ по предыдущему 

ЛОВ == (%6іОі — пг)г\ ВОС==(Ьі~\-сх~\-о<х~-пг)г; 

А ОС— (Оз -I- 08 -I- Са — лг)г. 

Черт. 349. 

Если сложимъ почленно эти уравненія, означимъ площадь сферическаго 
треугольника АВС чрезъ 8, дуги, соотвѣтствующія его угламъ, чрезъ а, 
і и с, и замѣтимъ, что Оі-^-Оа-і-о* равняется окружности большого круга, 

т.-е. 2яг, то получимъ 

5,= (а-4-Ь4-с — пг)г. 

Раздѣливъ обѣ части зтого уравненія на яг*, найдемъ 

яг* яг 
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Примеиъ прямой дв}'сторонникъ за едипипу поверхности и прямой 
уголъ за единицу угловъ. Такъ какъ всякій двугранный угодъ относится 
къ своей дугѣ, какъ два пряныхъ двугранныхъ угла къ половинѣ окруж¬ 

ности большого круга, то 

А—_2_ А—А-А- 
а~~ тег Ъ пг с пг 

пг.А , тег.В пг. С 

5 А-^В^С 
пг^ 2 

Поверхность прямого двусторонника равна яг* (§ 299), а гакъ какъ 
эту поверхность принииаеиъ за единицу, то 

т.-е. поверхность сферическаіо треугольника равняется полусуммѣ его 
угловъ безъ прямого угла, когда поверхность прямого двусторонника при¬ 
нимаемъ за единицу поверхностей, а прямой уголъ за единицу угловъ. 

Подобіе круглыхъ тѣлъ. 

§ 303. Два цилиндра, высоты которыхъ пропорціональны радіусамъ ихъ 
основаній, называются подобными. 
Очевидно, что отъ обращенія подобныхъ прямоугольниковъ около сход¬ 

ственныхъ сторонъ образуются подобные цилиндры. 

Теорема. Основанія двухъ подобныхъ цилиндровъ относятся какъ кеа" 
драты ихъ высотъ. 

Доказ. Пусть будутъ Н я к высоты, Лиг радіусы основаній двухъ 
подобныхъ цилиндровъ. Такъ какъ 

К Н кВ 
г Ь' 

И потому 
пВ^ № 
лг^ А* 

Изъ этого предложенія слѣдуетъ, что объемы двухъ подобныхъ цилин^ 
дровъ относятся, какъ кубы ихгъ высотъ, потому что, означивъ объеиы 
двухъ подобныхъ цилиндровъ чрезъ V я ѵ я замѣтивъ, что V = лВкН я 

^ ^ V пВ?Н Лз 
V = пг,П, найдемъ 

отсюда 

и потому 
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§ 304. Два конуса, которыхъ высоты цропорціонаяъны радіусамъ осно¬ 
ваній, называются подобными. 
Очевидно, что отъ обращенія подобныхъ прямоугольныхъ треугольниковъ 

около сходственныхъ катетовъ образуются подобные конусы. 

Теорема. Основанія подобныхъ конусовъ относятся какъ квадраты ихъ 
высотъ. 

Доказ. Пусть будутъ Я и Л высоты, К ъ г радіусы основаній двухъ 
^ т, К Н Ю пІР Я* 

иодобныхъ конусовъ. Такъ какъ то —2=и потому —* 

Изъ етого предіоясѳнія слѣдуетъ, что объемы двухъ подобныхъ конусовъ 
относятся какъ кубы ихъ высотъ, потому что, означивъ объемы двухъ 

подобныхъ конусовъ чрезъ V м р н замѣтивъ, что Ѵ ѵ = 

_ V яЯ*Я Я* 
найдемъ- 

Коническія сѣченія. 

§ ЗОБ. Теорема. Сѣчекъе конуса плоскостью, перпендикулярною къ оси 
ею, есть юууъъ. 

Доказ. Пусть будетъ ЪМ (черт. ЗбО) сѣченіе, нерпендикулярное къ оси 
кешуса ВО, и о то^ка, въ которой ось встрѣчаетъ вто сѣченіе. Если соеди- 

Черт. 350. 

нимъ какія-нибудь двѣ точки а и Ь линіи сѣченія съ вершиною Б и съ 
точкою о, то получимъ два прямоугольныхъ треугольника Воа и ВоЬ, ко¬ 
торые равны нежду собою, потому что имѣютъ общій катетъ Во и по рав¬ 

ному острому углу; слѣдов. ао = оЬ; а это значитъ, что ливія сѣченія есть 
кругъ, котораго цевтръ находится въ о. 
Если разсмотримъ комическую поверхность АСВ (черт. 351), какъ по¬ 

верхность, образованную движеніемъ линіи СВ, которой одинъ конецъ В 
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скользить по окружности круга АВ, между тѣмъ какъ другой конецъ С 

параллельна одной мзъ образующихъ, напри¬ 
мѣръ С А, то въ сѣчеціи получится кривая линія Ітп, ограниченно* сь 
одной стороны и безпредѣльно простирающаяся въ другую сторону; »та 
кривая называется параболою. 
Наконецъ, когда плоскость сѣченія ЬМ (черт. 353) параллельна ос» 

конуса, она пересѣчетт, обѣ полости конуса. Въ этомъ случаѣ получаются 
въ сѣченіи двѣ кривыя иѵгс и ограниченныя еъ одной стороны и 
безпредѣльно простирающіяся въ другую сторону; эти двѣ кривыя вмѣстѣ 
пячываются хипгрбпАОхі^ 

^ Эллипсъ, парабола й гипербола называются коническими сѣченіями. 
ЛИНІИ СТОЛЛ же Замѣчательны по своимъ геометрическимъ свойствадгь, 

какъ и но связи ихъ съ многочисленными явленіями природы. 
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Задачи. 

341. Ніоскостъ аересѣкаетъ шаръ радіуса въ 10 ф. по кругу, котораго 
ірадіусъ равенъ 8 ф.; опредѣлить разстояніе атоЗ пдоскосін отъ центра 
пара. 

242. Набтн носредствопъ построенія радіусъ даннаго шара. 

243. Опредѣлить объемъ усѣченнаго конуса, котораго высота равна 1,35, 

а радіусы двухъ основанШ равны 0,90 в 0,65. 
244. По давноб воверхноств шара Я опредѣлить ею объемъ. 

245. Опредѣлить поверхвость и объемъ земного шара, принимая радіусъ 
его равнымъ 636,62 миріаметрамъ. 

246. Опредѣлить радіусъ шара, котораго поверхность = 1 кв. ф. 

247. Полушаръ содержитъ 5 хв. ф.; онредѣднть радіусъ его. 
248. Опредѣлить воверхвость жаркаго нояса земли, принимая высоту его 

равной 507 нвріанѳтр. в радіусъ земля равнымъ 636,62 миріан. 

249. Опредѣлить поверхность холодной полосы земли, принимая высоту 
•а равной 52,65 миріан., а радіусъ земли въ 636,62 миріаметра. 

250. Опредѣлить высоту цилиндра, радіусъ основанія котораго равенъ 
8 ф. н который содержитъ 486 куб. фут. 

251. Опредѣлить объемъ конуса, котораго высота равна 12 фут., а обра^ 

аующая 5 фут. 
252. Объемъ конуса равенъ 1 куб. ф., а радіусъ основанія его есть треть 

«го высоты; опредѣлить втотъ радіусъ. 
253. Литръ, служащій французскою мѣрою для жидкостей, есть ЦИ' 

лиядръ, котораго высота вдвое болѣе діаметра его основанія в котораго 
внѣстимость равна 1 куб. дециметру. Опредѣлить высоту в радіусъ осно¬ 

ванія литра. 
254. Опредѣлить отношеніе боковыхъ поверхностей в объемовъ двухъ 

цилиндровъ, происшедшихъ отъ обращенія прямоугольника около его осно¬ 

ванія и высоты. 
255. Цилиадръ мыльной воды, котораго высота равна 2 миллиметрамъ, 

а радіусъ основанія также равенъ 2 миллим., можетъ образовать пузырь, 
котораго радіусъ равенъ 54 миллиметрамъ. Опредѣлить толщину оболочки 
пузыря. 

256.. Ѳхоло крута, котораго радіусъ равенъ г, оиисавъ квадратъ в равно¬ 

сторонній треугольникъ, котораго основаніе параллельно сторонѣ квадрата. 
Опредѣлить отношеніе поверхностей в объемовъ шара, цилиндра и конуса, 
цронсшедшвхъ отъ обращ,еаІя круга, квадрата и треугольника около вы¬ 

соты треугольника. 



ПРИВАВЛЕНІЕ. 

1СЛЕНННЯГЕ0МЕТРИЧЕС8ШЗАДА1. 
ПЛАНИМЕТРІЯ. 

къ ГЛАВАМЪ I и II. 

1. На прямой, соединяющей двѣ точки А іа В, дана третья точка 
С, отстоящая отъ первой на 9,24 дюйм, и отъ второй иа 3,38 дюйм. 

Опредѣлить разстояніе моік,іу А и В, предполагая, что а) С нахо¬ 

дится между Л и 7?, Ь) С пе содержится между А м В. 

Отв. а) 12,62 дюйм. Ь) 5,86 діоіім. 

2. На прямой, соединяющ(Ч1 точки А и 7? на разстояніи 15% дюйм, 

другъ отъ дріга, дана третья точка С, отс'іоящая сія. Л на 4^4 дюйм. 

Опредѣлить разстояніе (7 отъ Б, предполагая, что а) С находится 
между А и Б, Ь) С не содержится между А и Б. 

Отв. а) ІО^Дэ Дюйм. Ь) 207^з дюйм. 

3. Сумма двухъ линій равна 20 арш. 8 вершк., а одна изъ нихъ 
са 7 арш. 2% вершк, больше другой. Опредѣлитъ эти линіи. 

Отв. 13 арш. 13% вершк., б арш. 10% вершк. 

4. На прямой АВ длиною въ 14,44 дюйм, даны двѣ точки С 
и В, между которыми содержится середина ея, отстоящая отъ нихъ 
на 3,77 и 4,47 дюйм. Опредѣлить разстояніе точекъ С іа. В отъ А 
Отв. 3,45 и 11,69 дюйм. 

5. Линію, длиною въ 46,35 дюйм., раздѣлитъ на двѣ части такъ, 

чтобъ одна составила */з другой. Отв. 18,54 н 27,81 дюйм. 
6. На прямой АВ длиною въ 56 фут. н 8 дюйм, дана точка С 

между Л и Б. Тѣло движется отъ Л до Б и обратно до Су про¬ 

ходя 78 фут. 3 дюйм. Опредѣлить разстояніе С отъ А. 

Отв. 35 фут. 1 дюйм. 
7. На прямой АВ длиною въ 95% дюйм, даны точки С й В, 

отстоящія другъ отъ друга на 4572 дюйм.; середина же В линіи 
СВ отстоитъ отъ средины М линіи АВ на 147з дюйм. Опредѣ¬ 

лить разстояніе О и Б отъ А, предполагая, а) что Б находится 
между А и М, Ъ) Б находится между М и Б. Отв. а) 11 и бвѴ* 

дюйм. Ь) 40% и 85% дюйм. 

л.. Давидовъ. Геомвтріа. 18 
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8. На линіи АВ длиною въ 23,28 дюйм, даны двѣ точки С в 
В, изъ которыхъ С дѣлитъ линію АВ пополамъ и В дЬлитъ ли¬ 

нію СВ пополамъ. Опредѣлить разстояніе точекъ С и В отъ А. 

Отв. 7,76 и 15,52 дюйм. 

9, Прямую, длиною въ 73 фут. 2 дюйм., раздѣлить на 3 части 
такъ, чтобы крайнія части были равны, а средняя превышала 
крайнюю на 18 фут. 8 дюйм. 

Отв. 18 фут. 2 дюйм.; 36 фут. 10 дюйм.; 18 фут. 2 дюйм. 

10. Одинъ нзъ двухъ смежныхъ угловъ въ Р/д раза больше дру¬ 

гого. Опредѣлить эти углы въ доляхъ прямого угла. Отв. и 
11. Изъ трехъ угловъ, лежащихъ около одной точки, одинъ 

равняется прямому, а изъ двухъ остальныхъ одинъ составляетъ 
другого. Опредѣлить эти углы. Отв. Р/аСІ в VI,,Л. 

12. Въ вершинѣ двухъ смежныхъ угловъ возставленъ пѳрпѳндИ' 
куляръ къ общей нхъ сторонѣ, образующей другую пару смеж¬ 

ныхъ угловъ, изъ которыхъ одинъ составляетъ ^5 друі'ого. Опре¬ 
дѣлить первую пару смежныхъ угловъ. Отв. и 

13. Въ вершинѣ тупого угла возставлепъ перпендикуляръ къ 
одной изъ его сторонъ, который образуетъ съ другою стороною уголъ, 

составляющій перваго. Опредѣлить тупой уголъ. Отв. Ѵ/^Л. 

14. Въ вершинѣ угла въ Ѵі^д^ возставлены перпендикуляры въ 
двумъ сторонамъ его. Опредѣлить острый уголъ, который эти пер¬ 

пендикуляры образуютъ. Отв. 

15. Чрезъ вершину двухъ смежныхъ угловъ проведены двѣ ли¬ 

нія такъ, что одна дѣлитъ пополамъ меньшій нзъ двухъ смеж¬ 

ныхъ угловъ, а другая перпендикулярна къ общей ихъ сторонѣ; 

уголъ же между этими линіями равенъ Опредѣлить смежные 
углы. Отв. н ІѴа^’ 

16. Изъ четырехъ угловъ, лежащихъ около одной точкн, одинъ 
равенъ ^ линія, дѣлящія три остальныхъ пополамъ, соста- 

влнють двѣ перпендикулярныя между собою прямыя. Опредѣлить 
эти углы. Отв. 

17. Черезъ вершину остраго угла проведены двѣ линія: одна— 

дѣлящая этотъ уголъ пополамъ, другая—перпендикулярная къ од¬ 

ной нзъ его сторонъ. Эти линія образуютъ угодъ, составляющій 
*/д перваго. Опредѣлять этотъ острый уголъ. Отв. 

18. Изъ точки О проведены четыре лннін ОАу ОВ, ОС к ОВ, 

образующія четыре угла около точкн О. Опредѣлять эти углы, зная' 
ѵеоАОС=^ѴІА ВОВ=ѴІ^й н АОВ=ѴІ^^й. Отв. ІѴ*^?; 
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19. Одинъ изъ четырехъ угловъ, лежащихъ около точки, рл- 

вонъ а линіи, дѣллпЦя остальные три пополамъ, составляютъ 

но порядку два уі'ла въ Ѵв^ и ІѴз^^- Опредѣлить эти углы. 

Отв. 

20. Ііериметіуъ равнобедреннаго треугольника содержитъ 50,22 

дюйм., а основаніе его на4,77 дюйм, меиьпіо одной изъ равныхъ сто¬ 

ронъ. Опредѣлить стороны треугольника. Отв. 13,56 и 18,33 дюйма. 

21. Периметръ треугольника содержитъ 63 арш. 14 вершк., а 

одна изъ ого сторонъ на 4 арш. 13 вершк. больше другой и на 

5 арш. 15 вершк. бо.іьше третьей. Опредѣлить стороны треугольника. 

Отв. 24 арш. 14 вершк.; 20 арш. 1 вершк.; 18 арш. 15 вершк. 

22. Число всѣхъ діагоналей, которыя можно провести изъ какой- 

либо вершины даннаго многоугольника, иа 5 больше половины его 

«торонъ. Сколько сторонъ имѣеіъ многоугольникъ. Отв. 16. 

23. Число всѣхъ діагоналей, которыя можно провести изъ какой- 

либо вершины даннаго многоугольника, втрое больше числа сторонъ 

<іго безъ 25. Сколько сторонъ имѣетъ миогоугольиикъѴ Отв. 11. 

24. Опредѣлить число всѣхъ діагоналей, которыя можно про¬ 

вести а) въ 10-угольиикѣ, Ь) въ 15-угольникѣ, с) въ 24-уголь- 

аикѣ. Отв. а) 35; Ь) 90; с) 252. 

25. Основаніе равнобедреннаго треугольника вмѣстѣ съ одной 

изъ равныхъ ого сторонъ содержитъ 43,6 дюйм., послѣдняя жѳ 

Хіостав-іяеть % основанія. Опредѣлить периметръ. Отв. 61,04 дюйм. 

26. Поі^мѳтръ остроугольнаго треугольииЕіа содержитъ 15,4 

дюйм.., а стороны, образующія уголъ при вершинѣ—3,5 и 5,3 дюйм.; 

высота жо раздѣляетъ осиованіо на два отрѣзка, изъ которыхъ 

одинъ составляетъ ‘^/7 другого. Опредѣлить отрѣзки оеиованія. 

Отв. 2,1 и 4,5 дюйм. 

27. Периметръ тупоугольнаго треугольника содержитъ 33,6 

дюйм.; а двѣ стороны, образуются острый уголъ при вершинѣ, 

равны 10,5 и 15,9 дюйм.; высота жо отсѣкаетъ отъ основаніи н 

• ..д, 15 
•его продолженія двѣ части, изъ которыхъ одна составляетъ— дру- 

(Ч}Й« Опредѣлить эти части. 6,3 и 13,5 дюйм. 

1Г 
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КЪ ГЛАВѢ Ш. 

28. Опредѣлитъ внутренніе односторонніе углы двухъ парал¬ 

лельныхъ линій, зная, что одинъ нзъ нихъ иа ^ больше своего 

7 9 
сііежнаго угла. Отв. -^^и—<7. 

8 8 

29. Опредѣлить внѣшніе односторонніе углы двухъ параллельныхъ 

линій, зная, что одинъ изъ иихъ составляеіъ — своего смежнаго, 

^ 16. 
10 15 

30. Опредѣлить внутренніе накрестъ лежащіе углы двухъ па¬ 

раллельныхъ линій, зная, что линія, дѣлящая одинъ изъ иихъ по¬ 

поламъ, встрѣчае-іъ параллельную линію подъ острымъ угломъ, 

который меньше искомаго. Отв. 

31. Опредѣлить углы треугольника, зиая, что одинъ изъ ннхъ 

2 4 ^2^4,8, 
составляетъ-г- другого н — третьяго. Отв. -^ян—а. 

о О о О ІО 

32. Одинъ нзъ угловъ треугольника иа меньше другого в 

иа-^(? больше третьяго. Опредѣлить углы треугольника. 

^ 11л 17. 4 , 
Отв. ф 

33. Въ равнобедренномъ треугольникѣ уголъ при основаніи со¬ 

ставляетъ-^своего смежнаго угла. Опредѣлить углы треугольника. 
5 

8л- 8, 2, 
Отв. -^я; -^я- 

34. Изъ точки внутри треугольника опущены перпендикуляры на 

стороны ого, которые образуютъ около этой точки трн угла, изъ 

которыхъ два равны Опредѣлить углы треугольника. 

^ 1 л 6 л 3 , 

2'^’ б'^’ Го'^' 
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35. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого угла на 
гипотенузу, дѣлить этотъ уголъ на два угла, изъ которыхъ одинъ 

^іоставляеть другого. Опродѣдить острые углы треугольника. 

Отв уЙ н уД. 

3 
36. Внѣшній уголъ треугольника въ — раза больше своего 

смежнаго и въ у раза больше одного изъ внутреннихъ угловъ. 

Опредѣлить углы треугольника. Ошв. 
Ы Зсі 

Отв. - 

37. Уголъ при вершинѣ равнобедреннаго треугольника соста¬ 

вляетъ ^/з угла при основаніи. Опредѣлить углы треугольника. 

Т’ Т’ "2* 
38. Уголъ прн основаніи равнобедреннаго треугольника на 

бо-іьше угла при вершинѣ. Опредѣлить углы треугольника. 

Отв. 
4’ 4’ 2* 

39. Линія, проведенная чрезъ вершину ббльшаго угла треуголь¬ 

ника, параллельно противоположной сторонѣ, образуетъ съ двумя 
сторонами треугольника углы, изъ которыхъ одинъ составляетъ */, 

другого; а линія, ароведенная чрезъ вершину меньшаго угла, па¬ 
раллельно противоположной сторонѣ, образуетъ съ двумя сторонами 
треугольника углы^ изъ которыхъ одинъ составляетъ ’/і другого. 

8с7 2(1 Ы 
Опредѣлить углы треугольника. Отв. 

40. Діагональ раздѣляетъ параллелограммъ на два треуголь¬ 

ника, въ каждомъ изъ которыхъ сумма угловъ при діагонали рав¬ 

няется половинѣ угла,—противоположнаго діагопалн. Опредѣлить 
углы параллелограмма. Отв. и 

41. Внутри угла въ дана точка, чрезъ которую проведены 
двѣ линіи—одна пара^тлелі^но одной нзъ сторонъ угла и другая 
перпендикулярно къ другой сторонѣ. Опредѣлить уголъ, который 
образуютъ эти двѣ линіи. Отв- 

42. Сколько сторонъ имѣетъ многоугольникъ, сумму вну'греи- 

нихъ угловъ котораго составляетъ а) Ібсі; Ь) 24сі; с) 44(і? 

Отв. 10; Ь) 14; с) 24. 
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43. Сколько сторонъ юіѣетъ многоугольникъ, сумма внутрен¬ 

нихъ равныхъ между собою угловъ котораго ва больше 
одного изъ его внѣшнихъ угловъ. Отв. 11. 

44. Периметръ параллелограмма содержитъ 146 дюйм., а одна- 

изъ его сторонъ на 23 дюйма меньше другой. Опредѣлить сторо¬ 

ны параллелограмма. Отв. 25 и 48. 

45. Периметръ параллелограмма содержитъ 76 фут. 8 дюйм., а 
діагонали дѣлятъ параллелограммъ на четыре треугольника, по¬ 

парно равныхъ, изъ которыхъ периметръ одного на 12 фут. & 

дюйм, больше периметра смежнаго. Опредѣлить стороны паралле¬ 

лограмма. Отв. 25 фут. б дюйм., 12 фут. 11 дюйм. 

46. Данъ треугольникъ, котораго периметръ содержитъ 5б7і 
дюйм., а большая сторона превышаетъ на 8^8 дюйм, одну н на Ю’/іг 
дюйм, другую. Опредѣлить стороны треугольника, котораго вершины 
находятся въ срединѣ сторонъ даннаго. Отв. 127з, и дюйм. 

47. Периметръ прямоугольника на 125Ѵб дюйм, больше периме¬ 
тра даннаго квадрата; сторона же послѣдняго въ 1 Ѵа меньше- 

одной изъ сторонъ прямоугольника н въ 2^/4 раза меньше другой. 
Опредѣлить стороны прямоугольника. Отв. 4И/5 н 76^%, дюйм. 

48. Три параллельныя линіи, на равномъ разстояніи другъ отъ 
друга перосѣкаготея двумя прямыми, отсѣкающими отъ нихъ три 
отрѣзка, изъ которыхъ средній содержитъ 22,35 дюйм., а одинъ 
изъ крайнихъ вдвое больше другого крайняго. Опредѣлить эти 
отрѣзки. Отв. 14,9 и 29,8 дюйм. 

49. Въ треугольникѣ проведены двѣ линіи параллельно его 
основанію такъ, что одна изъ иихъ отстоитъ отъ основанія вдвое 
больше другой. Части же параллелей, заключающихся въ треуголь¬ 

никѣ, соотвѣтственно равны 25 ар. 12 вер. и 38 ар. ЮѴі воршк. 
Опредѣлить длину основанія. Отв. 51 арш. 8^3 вершк. 

50. Одна изъ сторонъ треугольника иа 12,23 дюйм, больше 
другой и 8,48 дюйм, меньше третьей стороны; если же соединимъ 
средины его сторонъ, то составится треугольникъ, котораго пери¬ 

метръ на 56,28 дюйм, меньше периметра перваго. Опредѣлить сто¬ 

роны перваго. Отв. 47,25; 38,77 и 26,54 дюйм. 

КЪ ГЛАВАМЪ ІГ и Г. 

51. Линія АВ, длиною въ 63,25 дюйм., въ точкѣ Сраядѣлеиа. 

ма два отрѣзка АС и СВ въ отношеніи 2:3, а въ точкѣ 1> на. 
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два отрѣзка АТ) \і ВВ въ отношеніи 6:5. Опредѣлить разстоя¬ 

ніе С отъ В. Оте. 9,2 дюйм. 
52. Периметръ равпободр. треугольника содержитъ 124,2 дюйм., а 

осиоваиіѳ его относитсл къ одной изъ равныхъ сторонъ какъ 7 :8. 

Опредѣлить стороны треугольника. Отв. 43,2; 43,2 и 37,8 дюйм. 

63. Сходственныя стороны двухъ подобныхъ треугольниковъ от¬ 

носятся какъ 113: 225; стороны же одного на 29,12; 34,72 и 40,32 
дюйм, больгае соотвѣтственныхъ сторонъ другого. Опредѣлить сто¬ 

роны большаго треугольника. Ошв. 81; 58,5 н 69,75 дюйм. 
54. Периметры двухъ подобныхъ равнобедренныхъ треугольни¬ 

ковъ равны 191,55 и 76.62 дюйм.; основаніе же одного на 25,17 

дюйм, больше основанія другого. Опредѣлить стороны большаго 
треугольника. Отв. 41,95 и 74,8 дюйм. 

55. Одна изъ сторонъ треугольника раздѣлена на двѣ части, 
водержагція 12,24 и 8,16 дюйм., н чрезъ точку дѣленія проведе¬ 

ны двѣ линіи параллельно двумъ другимъ сторонамъ, части кото¬ 

рыхъ, содержащіяся внутри треугольника, равны соотвѣтственно 
14,31 и 6,5 дюйм. Опредѣлить стороны треугольника. Отв. 20,40; 

23,85 и 16,25 дюйм. 

58. Одна изъ сторонъ треугольника содержитъ З^/^ дюйм., а раз¬ 

ность двухъ другихъ сторонъ разна 2,25 дюйм ; въ подобномъ ому 
треугольникѣ разность двухъ сторонъ, сходственныхъ первымъ, 

равна 2,7 дюйм., а периметръ этого треугольника содержитъ 13,1 

дюйм. Опредѣлить стороны послѣдняго. Ош. 3; 5,7 и 4,4 дюйм. 

57. Периметръ треугольника содержитъ 28 ар-ш. 2 вершк., а ли¬ 

нія, дѣлящая одинъ изъ его угловъ пополамъ, дѣлить противополож¬ 

ную М'орону на два отрѣзка, соотвѣтственно равныхъ 3 ар. 12 пор. 

и 5 арш. 10 вершк. Опредѣлитъ стороны этого треугольника. 

Ошв. 7 арш. 8 вершк.; 11 арш. 4 вершк. и 9 арш. 6 вершк. 

58. Двѣ стороны треугольника соотвѣтственно равны 15 и 20 
фут., а линія, дѣлящая уголъ между ними пополамъ, разсѣкаетъ 
противоположную сторону иа два отрѣзка, изъ которыхъ одинъ 
на 2 фут. 8 дюйм, больше другого. Опредѣлить 3-ю сторону тре¬ 

угольника. Отв. 18 фут. 8 дюйм. 

59. Стороны треугольника соотвѣтственно равняются 177?» в 
18^/^ дюйм.,апоримотръ подобнаго ему треугольника содержитъ 327і 
дюйм. Опредѣлить стороны послѣдняго. Отв. 10^/2, 11 и ІІѴ* дюйм. 

60. Стороны треугольника соотвѣтственно равняются 18,4; 20,8 

а 25,6 дюйм., периметръ же его иа 24,3 дюйм, больше перине- 
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тра подобнаго ему треугольника. Опредѣлить стороны послѣдняго. 

Отв. 11,5; 13 и 16 дюйм. 

61. Сходственныя діагонали двухъ подобныхъ параллелограм* 

новъ соотвѣтствепно равняются 85Ѵз и 57 дюйм., притомъ пери¬ 

метръ одного содержитъ 1837ь дюйм., а большая сторона другого 51 

дюйм. Опредѣлить меньшую сторону послѣдняго. Отв. дю1|м. 

62. Гипотѳизуа прямоугольнаго треугольника содержитъ 41 

дюйм., а одинъ изъ катетовъ 40 дюйм. Опредѣлить другой катетъ. 

Отв. 9 дюйм. 

63. Катетъ прямоугольнаго треугольника содержитъ 42 фут. 8 

дюйм., а прнлежавцй отрѣзокъ гипотенузы, отсѣченный пѳрпонди' 
куляромъ, который опущеігъ на нео изъ вершины прямого угла, со¬ 

держитъ 32 фут. Опредѣлять гипотенузу. Оте. 56 фут. 107з дюйм. 

64. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого угла 
на гипотенузу, содоржигь 12 дюйм., а одинъ изъ отрѣзковъ ея— 

9 дюйм. Опредѣлить гипотенузу. Отв. 25 дюйм. 

65. Гипотенуза прямоугольнаго треугольн. содержитъ 25 дюйм., а 
одинъ изъ катетовъ 24 дюйм. Опредѣлить длину перпендикуляра, опу¬ 

щеннаго изъ вершины прямого угла на гипотенузу. Отв. 6^726 дюйм. 

66. Діагонали ромба соотвѣтственно равняются 24 и 32 дюйм. 

Опредѣлить сторону ромба. Отв. 20 дюйм. 

67. Діагональ прямоугольника содержитъ 74 дюйм, и одна изъ 
сторонъ ого—24 дюйм. Опредѣлить другую сторону. Отв. 70 дюйм. 

68. Основаніе треугольника содержитъ 52 дюйм., а двѣ прочія сто¬ 

роны 41 и 15 дюйм. Опредѣлить высоту треугольника. Отв. 9 дюйм. 

69. Осиоваіііе треугольника содержитъ 77 дюйм., а прочія сто¬ 

роны 74 и 25 дюйм. Опредѣлить отрѣзки, на которые высота дѣ¬ 

лить основаніе. Оме- 70 и 7 дюйм. 

70. Основаніе треугольника содержитъ 19 дюйм., а прочія двѣ сто¬ 
роны 20 н 37 дюйи. Опредѣлить высоту треугольника. Ошв. 12 дюйм, 

71. Основаніе треугольника содержитъ 28 дюйм., и одна изъ 
прочихъ сторонъ—13 дюйм.; высота жа равняется 12 дюйм. Опре¬ 

дѣлить длину линіи, соединяющей вершину треугольника со сре¬ 

диною его основанія. Отв. 15 дюйм 

72. Стороны параллелограмма соотвѣтствоино равяѣі 11 и 16 

дюйм., а большая діагональ ого—23 дюйм. Опредѣлить другую 
діагональ. Отв. 15 дюйм. 
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73. Основаніо треугольника содержитъ 11 дюйм., а прочія двѣ 
стороны и ІР/з дюйм. Опредѣлить длину линіи, соединяющей 
вершниу треугольиніо. съ срединою его основанія. Отв. 8 дюйм. 

74. Основаніе треугольника содержитъ 48 дюйм., а прочія двѣ 
стороны 45 и 5 дюн.м. Опредѣлить длину линіи, дѣлящей уголъ 
при вершинѣ пополамъ. Отв. 4^4 дюйм. 

КЪ ГЛАВѢ ГІ. 

75. Вписанный уголъ опирается на дугу, которая составляетъ 
0,14 всей окружности. Опредѣлить этотъ уголъ. Отв. 25®12'. 

76. Хорда раздѣляетъ окружность на двѣ части въ отношеніи 
€;І7. Опредѣлить эти части. Отв. 1І5'^12' и 244^48'. 

77. Уголъ вписанъ въ дугѣ, составляющей полуокружио* 

<5ти. Опредѣлить этотъ уголъ. Отв. 109°12'. 

78. Одна изъ двухъ хордъ, составляющихъ тупой вписанный 
уголъ, раздѣляетъ окружность въ отношеніи 3:13, а другая въ 
отношеніи 4:21. Опредѣлить этотъ уголъ. Отв. 117°27'. 

79. Два смежныхъ угла относятся какъ 7 :8. Опредѣлить эти 
углы. Ошв. 84^* н 96® 

80 Опредѣлить уголъ, который составленъ изъ касательной и 
хорды, раздѣляющей окружность въ отношенія 17: 31. Отв. 63^45'. 

81. Сторона вписаннаго тупого угла раздѣляетъ окружность на 
двѣ части, изъ которыхъ одна содержитъ 36°27', а другая дѣлит¬ 

ся второй стороной угла, начиная съ его вершины, въ отноше¬ 

ніи 5;7. Опредѣлить этоть уголъ. Отв. 94*^22'7'',5. 

82. Опредѣлить уголъ двухъ хордъ, пересѣкающихся внутри 
круга, зная, что одинъ изъ его смежныхъ угловъ опирается на 
дугу, составляющую окружности, а другой ого смежный уголъ— 

на дугу, составляющую ^/.,2 окружности. Отв. 81^*, 

83. Двѣ хорды, стягивающія дуги въ 123^15' и 108^23', пересѣ¬ 

каются внутри круга и образуютъ уголъ въ 98°15'. Опредѣлить 
дуги, заключающіяся между его сторонами. Ошв. 162*^26'и 344. 

84. Двѣ пересѣкающіяся внутри круга хорды образуютъ уголъ въ 
ЗЗ'^Іб', а одна изъ дугъ, содержащаяся между ого сторонами, иа 

больше другой. Опредѣлить эти дуги. Отв. 89“53'и 76^39. 

^85. Двѣ сѣкущія, встрѣчающіяся внѣ круга, образуютъ уголъ 
въ 18'^25', а меньшая дуга, заключающаяся между ого сторонами, 

содержитъ 25^^20'. Опредѣ.іить большую дугу. Отв. 62*^10'. 
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86. Двѣ сѣкущія, встрѣчающіяся внѣ крута, образуютъ уголгъ 
въ 2б'’10' н отсѣкаютъ отъ окружности дуги въ 87^16' и 95'^12\ 
Опредѣлить дуги, заключающіяся между сторонами угла. 

Отв. 114056' и 62036'. 
87. Двѣ хорды, пересѣкающіяся внутри круга, образуютъ уголъ- 

въ 121015', а дуги, которыя заключаются между ого сторонами и 
ихъ продолженіями, относятся какъ 17:8. Опредѣлить эти дугн- 

Отв. 104054' н 77036'. 

88. Двѣ хорды пересѣкаются внутри круга подъ прямымъ уг¬ 

ломъ; одна изъ иихъ дѣлить меиьшую дугу, стягиваемую другой,, 

въ отиошонін I : 2, а вторая дѣлить меиьшую дугу, стягиваемую 
первой, въ отношеніи 1; 3. Опредѣлить дуги, стягиваемыя этими 
хордами. Отв. 1080 и І440. 

89. Хорда дѣлить окружность на двѣ части такъ, что углы 
вписанные въ нихъ относятся какъ 13; 14. Опредѣлить эти углы. 

Отв. І7302О' и І8604О'. 

90. Двѣ касательныя образуютъ уголъ въ 39°12'. Опредѣлить 
меньшую часть окружности, содержащуюся между двумя точками 
касанія. СЬпа. 140'’48'. 

91. Уголъ, составленный касательной и сѣкущею, содержитъ 
48*15', а дуга, отсѣченная сѣкущею, дѣлится точкою касанія на 
двѣ части въ отношеніи 3:7. Опредѣлить эти части. 

Отв. 168'’52'30' и 72'’22'30'. 

92. Въ равнобедренномъ треугольникѣ уголъ при вершинѣ в 
уголъ прк осиопангн относятся какъ 22; 29. Опредѣлить эти углы. 

Огпв. 49т' и 65^15'. 

93. Въ равнобедренномъ треугольникѣ уголъ при основаніи на 
23®12' больше угла при вершинѣ. Опредѣлить эти углы, 

Отв. 67*44' и 44''32'. 

94. Въ прямоугольномъ треугольникѣ острые углы относятся 
какъ 23 :27. Опредѣлить эти углы. Отв. 48'’36' и 41®24'. 

95. Одинъ изъ угловъ треугольника составляетъ 8/в другого и 
третьяго угла. Опредѣлить углы троугольи. Отв. 53*20', 60* и 66*40'. 

96. Вершины четыреугольиика, вписаннаго въ кругѣ, раздѣ¬ 

ляютъ окружность на 4 части, которыя по порядку относятся 
какъ 4 : 7 : 5:11. Опредѣлить углы четыроутольиика. Отв. 106*40', 
100*, 73*20' и 80*. 

97. Внѣшній уголъ равиободрои. треугольника, образованный 
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ігродолжѳяіемъ оснпранія, содо^жить 104^13'. Опредѣлить угол* 
при вершинѣ треугольника. Отв. 28^26'. 

98. Линія, дѣлящая уголъ при основаніи равнобедреннаго тре¬ 

угольника пополамъ, образуетъ съ противоположной стороною уголъ» 
обращенный къ основанію, въЮЗ'^Н'. Опредѣлить уголъ при вер¬ 

шинѣ треугольника. Ошв. 77°38'40*. 

99. Линія, проведенная чрезъ вершину равнобедреннаго тре¬ 
угольника параллельно осиоваиію ого, образуетъ со стороною тре¬ 

угольника уголъ въ 48®12'. Опредѣлить уголъ прн вершинѣ тре¬ 
угольника. Отв. 83®36'. 

100. Въ вершинѣ угла въ возставлены перпонднкулярй 
къ обѣимъ сторонамъ его. Опредѣлить острый уголъ, который 
образуютъ эти перпендикуляры. Отв. 43^45'. 

101. Одинъ изъ внутреннихъ одностороннихъ угловъ двухъ па¬ 

раллельныхъ линій на 20^12' больше другого. Опредѣлить «та 
углы. Отв. 103‘'6' и 76054'. 

102. Тупой и острый углы имѣютъ стороны ооотвѣтствеиио 
параллельныя; первый же на Зб^ЗО' больше второго. Опредѣлить 
тупой уголъ. Отв. 108015'. 

103. Внѣшній уголъ треугольн. равняется 120^15', а смежный 
его иа 23°30' больше одного изъ впутреинихъ угловъ треуголь¬ 

ника. Опредѣлить углы его. Отв. 5945', ЗС^Іб', 840. 

104. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины остраго утла 
треугольника иа противоположную сторону, образуетъ съ двумя 
прочими сторонами углы въ 5б®13'н 23''17'. Опредѣлить углы тре- 
угоаьппка*. а) если онъ остроугольный, Ъ) ооди онъ тупоугольный. 
Отв. а) 79^30', 3347', 6643', Ъ) 3246', 3347', ІІЗПГ. 

105. Внѣшній уголъ треугольника въ % раза больше одного 
изъ внутреннихъ несмежныхъ съ нимъ угловъ, который иа 13^16^ 

больше другого внутренняго несмежнаго. Опредѣлить углы тре-^ 
угольника? Отв. 534', 6046', б0“20'. 

106. Одинъ изъ угловъ треугольника равняется 76^18', а перпен¬ 

дикуляръ, опуш,сниый изъ его вершины на противоположную сторо¬ 

ну, дѣлить этотъ уголъ иа двѣ части въ отношеніи 5:7. Опредѣ¬ 

лить два другихъ угла треугольника. Отв. 58’’12'30* и 45®29'30'. 
107. Изъ точки внутри остроугольнаго треугольника опущены 

перпендикуляры на стороны его, и два изъ угловъ, которые оия 
образуютъ около этой тонки, равны 118*^13' и 11543'. Опредѣ¬ 
лить углы треугольника. Отв. 6447', 53^36' и 6147'. 
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108. Одинъ изъ угловъ параллелограмма иа 23®15' больше 
другого угла. Опредѣлить углы ого. Отв. 101®37'30* и 78®22'30*. 

109. Сумма виутроинихъ угловъ многоугольника составляетъ 
2880'^. Сколько сторонъ имѣетъ многоугольникъ? Отв. 18. 

110. Сумма виутрониихъ угловъ многоугольника вмѣстѣ съ од¬ 

нимъ изъ его внѣшнихъ угловъ составляетъ 3956^17'. а) Сколько 
сторонъ имѣетъ многоугольникъ? Ь) сколько градусовъ и минутъ 
содержитъ внѣшній уголъ? Отв. а) 23; Ь) 176^17'. 

111. Сторона ромба образуетъ съ двумя діагоналями углы, изъ 
которыхъ одинъ на 12°15' больше другого. Опредѣлить углы ромба. 

Отв. 7745' и І02П5'. 

112. Углы при основаніи треугольника равняются 56^16' в 
48^30'. Опредѣлить уголъ, который высота треугольника образуетъ 
съ линіею, дѣлящей уголъ при вершинѣ пополамъ. Отв. З'^бЗ'. 

113. Сторона ромба составляетъ съ діагональю ого уголъ въ 
3б®23'. Опредѣлить углы ромба. Отв. 107^14' и 7246'. 

114. Въ кругъ вписанъ треугольникъ, одна сторона котораго 
діаметръ, а другія двѣ стороны стягиваютъ дуги, относящіяся 
между собою какъ 15:17. Опредѣлить острые углы треугольника. 

Отв. 474845'; 424і'15*. 

115. Хорда раздѣляетъ окружность въ отношеніи 2 : 3, а другая 
ей параллельная хорда дѣлить окружность въ отношеніи 7:8. 

Опредѣлить дуги, содержащіяся между этими хордами. Отв. 24®. 

116. Въ какомъ положеніи находятся двѣ окружности, если 
радіусъ моньшей содержитъ 12 фут. 6 дюймовъ, а разность ихъ 
радіусовъ составляетъ % разстоянія центровъ, равнаго 18 фут. 

8 дюйм.? Отв. Окружности пересѣкаются. 

117. Разстояніе центровъ двухъ окружностей, ісасающихся извнѣ, 

равняется 15 арш. ІОѴз вер., а радіусы ихъ относятся какъ 2:3. 

Опредѣлитъ ихъ радіусы. Отв. 6 арш., 4*/і5 вор. н 9 арш. вер. 

118. Въ какомъ положеніи находятся двѣ окружности, если 
разность ихъ радіусовъ равна І0%5 дюйма, а разстояніе ихъ цен¬ 

тровъ составляетъ ‘/в большаго и % меньшаго радіуса? 

Отв. Одна окружность находится внутри другой. 

119. Въ кругѣ, котораго радіусъ равняется 25 дюйм., проведена 
хорда въ 48 дюйм. Опредѣлить разстояніе ея отъ центра, Отв. 7 дюйм. 

120. Хорда въ 48 дюймовъ отстоитъ отъ центра на 18 дюйм. 

Опредѣлить радіусъ. Отв. 30 дюйм. 
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121. Въ кртгЬ, кото/)аго радіусъ равенъ 5 дюйм.» проведена 
хорда въ 9^/5 дюйма, стягивающая извѣстную дугу. Опредѣлить 
хорду, стягивающую половину этой дуги. 0>нв. 6 дюйм. 

122. Радіусъ окружности равенъ 8 арга. 8 вер.; изъ тонки ея, от¬ 

стоящей отъ конца даннаго діаметра на Парш. 5^з вер., опущенъ пер¬ 

пендикуляръ па него. Опредѣлить части, на которыя перпендикуляръ 
дѣлитъ діаметръ. Отв. 7 арщ. 8% верш, и 9 арш. 7^9 верш. 

123. Катетъ прямоугольнаго треугольника равняется 23,74 

дюйм, и образуетъ съ гипотенузою угодъ въ 60^. Опредѣлить ги¬ 

потенузу. Отв. 47,48 дюйм. 

124. Основаніе треугольника содержитъ 83% дюйм., а одна 
изъ прочихъ сторонъ, составляющая съ основаніе.мъ уголъ въ бО*^, 

равняется бОѴз дюйм. Опредѣлить части, на которыя высота раз- 

дѣ^іяеть основаніе. Отв. 287^ и 55%2 Д^йма. 

125. Двѣ стороны треуі'олі.иика соотвѣтственно равняются 15 

и 8 дюйм., а уголъ между нимм содержитъ 60*. Опредѣлить З-ю 
сторону. Отв. 13 дюймовъ. 

126. Двѣ стороны треугольника соотвѣтственно равны 24 и 21 

дюйм., а уголъ между ними содержитъ 120'^. Опредѣлить З-ю сто¬ 

рону. Отв. 39 дюймовъ. 

127. Сторона треугольника равняется 37,24 дюйм, и соста¬ 

вляетъ съ основаніемъ его уголъ въ 30'^. Опредѣлить высоту тре¬ 

угольника. Олгв. 18,62. 

128. Діагонали ромба равняются 56 и 192 дюйм. Опредѣлить 
сторону его. Отв. 100. 

129. Хорда, отстоящая отъ центра на 15 дюйм., составляетъ 
Ѵб діаметра. Опредѣлить хорду. Отв. 40 дюйм, 

130. Черезъ одинъ конецъ хорды проведенъ діаметр'ь, а изъ 
другого конца ея опущенъ перпендикуляръ на пего. Опредѣлить 
этотъ перпендикуляръ, предполагая, что діаметръ равенъ 186Ѵ» 

дюйм., а хорда 41 дюйм. Отв. 40 дюйм. 

131. Отъ точки, лежащей внѣ окружности, проведены двѣ сѣ¬ 

кущія, соотвѣтственно равныя 23 арш. 4 верш, и 36 арш. 4,32 

верш., внѣшняя же часть первой содержитъ 9 арш. 5,76 вершк. 

Опредѣлить внѣшнюю частъ второй. Отв. 6 арш. 

132. Отъ точки на разстояніи 74 дюйм, отъ центра круга про¬ 

ведена касательная къ нему. Опредѣлить длину этой касательной, 

нредполагая что, радіусъ круга равенъ 24 дюйм. Отв. 70 дюйм- 



133. Отъ точки иа разстояніи 59 дюймовъ отъ центра круг* 
сровсдеиа сѣкущая, которая дѣлится окружностью пополамъ. Опре¬ 

дѣлитъ длину сѣкущей, предположивъ, что радіусъ круга равенъ 
4І дюйм. Огле. 60 дюймовъ. 

134. Отъ точки, лежащей внѣ окружности, проведена касатель¬ 

ная къ ней, равная 27,36 дюйм., и сѣкущая, внутренняя часть ко¬ 

торой втрое болѣе ея внѣшиѳй части. Опредѣлить длину сѣкущей. 
Отв. 54,72 дюйм. 

3 
135. Хорда равняется 7,2 дюйм, и отстоитъ отъ центра на — 

радіуса. Опредѣлитъ радіусъ. Отв, 4-^дюйм. 

136. Двѣ хорды пересѣкаются внутри круга такъ, что части одной 
соотвѣтственно равны 26,25 и 11,2 дюйм., а части второй относятся 
какъ 2:3. Опредѣлить части второй хорды. Ош. 14 и 21 дюйм. 

137. Точка внутри круга отстоитъ отъ центра на 14,4 дюйм., 

я хорда, проведенная чрезъ нее, дѣлится въ этой точкѣ на двѣ 
части, соотвѣтственно равныя 17,2 и 11,2 дюйма. Опредѣлить ра¬ 

діусъ круга. Отв. 20 дюйм. 

138. Двѣ сѣкущія, проведенныя изъ внѣшней точки, равняются 
57,92 и 37,38 дюйм., а внѣшняя часть одной на 10,27 дюйм, больше 
внѣшней части другой. Опредѣлить внѣшнія части сѣкупщхъ. 

Отв. 18,69 и 28,96 дюйм. 

139. Даны прямая и точка на ней; кромѣ того дана другая точка 
3 

на разстояніи 10 арш. 11—- вер. отъ прямой и на разстояніи 12 арш. 

8 вер. отъ первой точки. Опредѣлитъ діаметръ круі’а, проходящаго 
чрезъ вторую точку м касательнаго къ прямой въ первой точкѣ. 

Отв. 14 арш. 9-^ вер. 

140. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ прямоугольный 
треугольникъ, котораго гииотенуза равняется 74 дюйм., а катетъ 
24 дюйм. Отв. 10 дюйм. 

141. Опредѣлить радіусъ круга, описаннаго около равнобѳдрѳи- 

цаго треугольника, котораго стороны равняются 18, 41 и 41 дюйм 
1 
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142- Опредѣлитъ радіусъ круга, вписаннаго въ равнобедренный 

треугольникъ, коіораго стороны 48, 74 и 74 дюйм, Оіт. 17 у дюйм. 

КЪ ГЛАВѢ та. 

143. Сколько сторонъ имѣетъ правильный многоугольникъ, ко¬ 

тораго внутренній уголъ содержитъ а) 144*^; Ь) 150*^; с) 108®; 

4) 165®; е) 135®? Отв. а) 10; Ъ) 12; с) 5; 4) 24; е) 8. 

144. Сторона равпостороинлго треугольника равняется 24,16 
дюйм. Опредѣлить а) радіусъ вписаннаго круга; Ь) радіусъ опи¬ 

саннаго около него круга *) 

Отв. а) 974 дюйм.; Ь) ^==13,948 дюйм. 

145. Сторона равносторонняго треугольника, вписаннаго въ кругѣ, 

отстоитъ отъ центра его на 15 дюйм. Опредѣлить а) радіусъ круга; 

Ь) сторону треугольника. Отв. а) 30 дюйм. Ь) 30 і/^==51,961 дюйм. 

146. Опредѣлить сторону равносторонняго треугольника, опи¬ 

саннаго около круга, котораго радіусъ равенъ 4-^ дюйма. 

Отв. 8,5 ]/^=І4,722 дюйма. 

147. Опредѣлить радіусъ круга, въ который вписанъ прямо¬ 

угольникъ, котораго стороны равняются 10 фут. 6 дюйм, и 2 фут 
8 дюйм. Отв. 5 фут. 5 дюйм. 

148. Опредѣлить радіусъ круга, вписаннаго въ ромбѣ, кото¬ 

раго діагонали равняются 4 арш. 8 вер. и 3 арш. 6 вѳрш. 

Отв. 1 арш. 5,6 верш. 

149. Высота равнобедреннаго треугольника равняется его осно¬ 

ванію, а радіусъ круга, описаннаго около него, равняется 12,45 

дюйм. Опредѣлить стороны треугольника. 

Отв. д.;ІГ-^>1ІМ^==22,271 д.; 22,271 д. 

150. Большая ^діагональ правильнаго шестиугольника превы¬ 

шаетъ меньшую діагональ на 4,23 дюйм. Опредѣлить радіусъ 

•описаннаго круга. Отв. 4,23 (2-}-і/^)=15,786 дюйм. 

") Въ этой и слѣдующихъ задачахъ вычислены три десятичныхъ знака 
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151. Опредѣлить діагонали правильнаго гасстпѵголыіика, опн- 
2 

саннаго около круга, котораго радіусъ равенъ 4 -^дюйм. 

Отѳ. 9 у дюйм.; X 4-^=10,777 дюйм, 

152. Сторона равносторонняго треугольника, описаннаго около 

круга, провишаетъ на 3 дюйма сторону вписаннаго квадрата. 

1 Г2|/ 3 I 1'^2^ 
Опредѣлить радіусъ круга. Отв. 3 2 —=1,707 дюйм. 

153. Бъ кругѣ, котораго радіусъ равняется 7-^дюйм., вписанъ 

пргавильный шестиугольникъ. Опредѣлить сторону правильнаго 
шестиугольника, котораго вершины находятся въ срединѣ сторонъ 

1 і/~3 
вписаннаго. Отв. 7у. ^-^=6,351 дюйм. 

154. Гипотенуза прлмоуюльнаго треугольника содержитъ 23,26 

дюйм., а одинъ изъ острыхъ угловъ его вдвое больше другого. 

Опредѣлить катеты. Отв. 11,63 дюйм.; 11,63/ 3=20,143 дюйм. 

155. Сторона правильнаго пятнугольннка содержитъ 15,4 дюйм. 

Опредѣлить а) радіусъ описаннаго и Ь) радіусъ вписаннаго круга. 

Отв. а) 1,54 )/Го“(^/|)=13,1 дюйм.; Ь) 1,54 )/ЩЛ(Г|7Т= 
10,Г)93 дюйм. 

156. Опредѣлить діагональ правильнаго пятиугольника, впи- 

сапііаго въ кругѣ, іготораго радіусъ равенъ 15.4 дюйм. 

Отв. 15,4 '|^_Уі]^=29,293 дюйм. 

157. Сторона правильнаго десятиугольника равняется 9,4 дюйм. 

Опредѣлитъ а) радіусъ описаннаго и Ь) радіусъ вписаннаго круга. 

Отв. 4,7 (1 ■-]-/5)=15,209 дюйм.; Ь) 4,7 |/5-|-21/^=14,465 д. 

158. Опредѣлить сторону правильнаго восьмиугольника, вписан¬ 

наго въ кругѣ, котораго радіусъ равенъ 1. Отв. 0,765 дюйм. 

159. Опредѣлить сторону правильнаго 12*угольннка, вписан¬ 

наго въ кругѣ, котораго радіусъ равенъ 1. Отв. 0,517. 

160. Сторона правильнаго десятиугольника, вписаннаго въ 
кругѣ, отстоитъ отъ центра на 8 дюйм. Опредѣлить сторону этого 
десятиугольника. Отв. 5,199 дюйм. 
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Іві.'Въ кругѣ, котораго радіусъ равенъ 7 дгой» ,кгіисаяъ пра¬ 

вильный восьмиугольникъ. Опредѣлить периметръ треугольника, 

составленнаго изъ трехъ разныхъ діагоналей его. 
Ош. 7 (2-Ь^/24-і/24-1/2)—36,834 дюйіг 

КЪ ГЛАВѢ УШ. 

162 Опредѣлить площадь прямоугольника, котораго периметръ 
содержитъ 69,98 дюйм., а разность сторонъ равняется 8,51 дюйм 
Отв. 287,97 кв дюйм. 

163. Опредѣлить площадь прямоугольника, котораго стороны 

относятся какъ 3:4, а изъ нихъ одна на 12 арш. 7—верш, болъ- 
5 

ше другой Отв 1860 кв. арш. 7,68 кв. ве^шік. 

164=. Опредѣлить стороны прямоугольникаг котораго ялощадь 
содержитъ 52,9 кв. арш. и стороны относятся какъ 2:5. 

^ .Л 3 Отв. 11— арш. и 4 — арш. 

165. Опредѣлить площадь квадрата, котораго діагональ рав¬ 

няется 13,8 дюйм. Отв. 95,22 кв. дюйм. 

166. Опре^ііѣлить плрщадь ромба, котораго діагонали равняют¬ 

ся 14,8 и 46,5 дюйм. Отв. 122,1 кв. дюйм. 

167. Опредѣлить сторону ромба, котораго площадь содержитъ 
4 дес. 1320 кв. саж., а ббльшая діагональ равняется 162 саж. 

Отв. 10і9 саж. 

168. Опредѣлитъ сторону квадрата, равновеликаго прямоуголь¬ 

нику, котораго стороны 13 фут. 6 дюйм, и 24 фут. 10 дюйм. 

Отв. 18,ЗІ фут. 
< , 169. Опредѣлить площадь равносторонняго треугольника, котора- 

о 
го сторона равняется 18 арщ. Ло-^вѳрш, Отв. 150,8ёі арш. 

г ) і ! г® 

,1,|7р- Ощіѳдѣдиц пі|<ицадь ,рвр^^о$едрвнпаго>ірехг9льннка, кото- 

3 ^ ' 
ркі-о основаніе 'равѣнет<й"24 діойи.‘и йернмѳтръ’'&7*’-^дюта. 

2 ’ 
Отв. 218-7- кв і і ^ 

о " , ' 1 7 ^ ? г ' <■ . 

1 Іавщдоп. Г«ом»гриі 20 
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171. Опредѣлить площадь ромба, котораго сторона содержитъ 
1 3 

20—дюйм., а меньшая діагональ 26— дюйм. Отв. 414,96 кв. дюйм. 

172. Опредѣлить площадь треугольника, котораго стороны рав¬ 

няются 6,5; 4 и 8,7 дюйм. Отв. 12,24 кв. дюйм. 

173. Опредѣлитъ площадь треугольника, котораго двѣ стороны 
равняются 18 н 26 дюйм., а уголъ между ними содержитъ 60®. 

Отв. 202,644 кв. дюйм. 
174. Опредѣлить площадь треугольника, котораго двѣ стороны 

4 
равны 53 фут. 4 дюйм, н 47 фут, 4— дюйм., а уголъ между ними 

содержитъ 30®. Отв. 632 кв. фут. 

175. Опредѣлить площадь треугольника, котораго двѣ стороны 

равны 23-|- и ЗО^футамъ и уголъ между иимн содержитъ 45®. 

Отв. 254,56 кв. фут. 

176. Опредѣлить площадь треугольника, котораго двѣ стороны 
равны 13 и 10 арш., а уголъ между ними содержитъ 120®. 

Отв. 56,292 кв. арш. 

177. Площадь равнобедреннаго прямоугольнаго треугольника 
равняется 201,64 кв. дюйм. Опредѣлить стороны его. 

Отв. 28,4 и 20,081 дюйм. 

178. Площадь прямоугольнаго треугольника равняется 103 кв. 

Фут. 106,56 кв. дюйм, и одинъ изъ катетовъ содержитъ 13 фут. 

3,6 дюйм. Опредѣлить гипотенузу и другой катетъ. 

(Ъів. 20 фут. 6 дюйм.; 15 фут. 7,2 дюйм. 

179. Опредѣлить въ десятинахъ площадь прямоугольнаго тре¬ 

угольника, котораго гипотенуза содержитъ 283 саж. 1 арш., а 
катетъ 280 саж. Отв. 2 дѳс. 1266 кв. саж. 6 кв. арш. 

180. Опредѣлить въ десятинахъ площадь параллелограмма, ко¬ 

тораго стороны содержать 650 и 596 саж., а меньшая діагональ 
126 саж. Отв. 29 дес. 960 кв. саж. 

181. Опредѣлить площадь параллелограмма, котораго діагонали 
равняются 78 и 112, а меньшая сторона 25 саж. Отв. 1680 кв. саж. 

182. Площадь параллелограмма равняется 2750 кв. фут., мень¬ 

шая діагональ его содержитъ 62 фут. 6 дюйм., а высота 87 фут. 
6 дюйм. Опредѣлить стороны параллелограмма. 

Фтв. 44 фут. 2 дюйм, н 73 фут. 4 дюйм. 
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183. Стороны двухъ квадратовъ относятся какъ 5:3, а пло- 

эцадь перваго на 784 кв. арга. больше площади второго. Опрѳдѣ- 

-лить стороны квадратовъ. Отв. 35 и 21 арш. 

184. Опредѣлить площадь ромба, котораго сторона равна 6 

фут., а тупой уголъ содержитъ. 144°. Отв. 21,16 кв. фут. 

185. Опредѣлить площадыіаралле-тограмма, котораго стороны 10 
и 17 фут., а уголъ между ними содержитъ 75°. 0»»(3. 164,2 кв. фут. 

186. Параллельныя стороны трапеціи равняются 64 саш. и 
42 саж. 2 арш., а весь треугольникъ, составленный чрезъ продол¬ 

женіе непараллельныхъ сторонъ, содержитъ 1152 кв. саж. Опре¬ 

дѣлитъ площадь трапеціи. Отв. 640 кв. саж. 

187. ПлоБЩдь трапеціи содержитъ 188,79 кв. дюйм., а парал¬ 

лельныя стороны, изъ которыхъ одна на 7,26 дюйм, больше дру¬ 

гой, отстоятъ друіъ отъ друга на 8,12 дюйм. Опредѣлить эти 
стороны. Отв. 19,62 и 20,88 дюйм. 

188. Большая изъ параллельныхъ сторонъ трапеціи равняется 
18 дюйм.; она образуетъ съ одной нзъ непараллельныхъ сторонъ, 

равной 10 дюйм, уголъ въ 45°, а съ другой — въ 60°. Опредѣ¬ 

лить площадь трапеціи. Отв. 87,845 кв. дюйм. 

189. Стороны четыреугольника по порядку равны 56, 39, 52 н 
63 футамъ, а діагональ, отдѣляющая первыя двѣ отъ двухъ дру¬ 

гихъ, содержитъ 25 фут. Опредѣлить площадь четыреугольника. 

Отв. 1050 кв. фут. 
190. Опредѣлить площадь равносторонняго треугольника, вписан¬ 

наго въ кругъ, котораго радіусъ равенъ 6^/з дюйм. Отв. 57,735 кв. д. 

191. Опредѣлить площадь правильнаго шестиугольника, кото¬ 

раго сторона равняется 5 фут. 4 дюйм. Отв. 73,902 кв. фут, 

192. Опредѣлить площадь правильнаго десятиугольника, кото¬ 

раго сторона равняется 1 фут. 4 дюйм. Отв. 13,678 кв. фут. 

КЪ ГЛАВѢ IX. 

193. Опредѣлить окружность и площадь круга, котораго ра¬ 

діусъ равенъ 10 дюйм. Отв. *) 6,28 дюйм, н 314 кв. дюйм. 

194. Окружность круга содержитъ 768 дюйм. Опредѣлить ра¬ 

діусъ. Отв. 122,8 дюйм. 

*) Въ этой задачѣ н въ слѣдующихъ лредполохево х=3,14. 



195. Площадь круга содержитъ 864 кв. дюйм. Опредѣлитъ ра¬ 

діусъ. Отв. 16,59 дюйм. 

196 Радіусъ круга равняется 5 дюйм. Опредѣлить централь¬ 

ный уголъ, соотвѣтствующій дугѣ въ 18 дюйм. Отл 206‘^22'10'. 

197. Радіусъ круга содержитъ 4,8 дюйм.; опредѣлить а) дугу и 
Ь) площадь сектора, соотвѣтствующія центральному углу въ 60'’. 

Отв. а) 5,024 дюйм. Ь) 12,0576 кв, дюйм. 

198. Радіусы двухъ копдентрйпескихъ окружностей 11 и 9 дюйм. 

Опредѣлить площадь, закліопенвую между ними. Отв. 125,6 кв. д. 

199. Площадь, заключенная между двумя концентрическими 
окружностями, содержитъ 96 кв. дюйм., а радіусъ внѣшней окруж¬ 

ности равняется 12 дюйм. Опредѣлить радіусъ внутренней окруж¬ 

ности. Отв. 10,65 дюйм. 

200. Площадь круга, котораго радіусъ равняется 9 дюйм., 
раздѣлена пополамъ концентрической окружностію. Опредѣлить 
радіусъ послѣдней. Отв. 6,363 дюйм. 

201. Радіусъ круга равняется Ю дюйм. Опредѣлить площадь 
сегмента, соотвѣтствующаго хордѣ, равной радіусу. Отв. 9,03 дюйм. 

202. ІІлотддь круга, котораго радіусъ равенъ 5,4 дюйм., раз¬ 

дѣлена двумя концентрическими съ нимъ окружностями на 3 ча¬ 

сти, которыя, начиная съ общаго центра, относятся какъ 4:3:2. 

Опредѣлить радіусы двухъ концентрическихъ окружностей. 

Отв. 4,762 дюйм, и 3,6 дюйм. 
203. Площадь, содержащаяся между двумя концентрическими 

окружностями, содержитъ 124 вв, дюйм., а разность радіусовъ 
двухъ окружностей равняется 3 дюйм. Опредѣлить радіусъ вну¬ 

тренняго круга. Отв. 5,08 дюйм. 

204. Три окружности, которыхъ радіусы 8,4; 3,2 н 3,2 

дюйм., находятся во внѣшнемъ соприкосновеніи. Опредѣлить 
длину окружности, проходящей чрезъ центры этнхъ круговъ. 

Отв 37,89 дюйм. 

205. Гипотенуза прямоугольнаго треугольника на 4,5 дюйм, 

больщѳ одного и на 3,4 дюйм, больше другого катета. Ояредѣ- 

лить площадь вписаннаго крута. Отв. 24,021 кв. дюйм. 

206. Секторъ, соотвѣтствующій центральному углу въ 
увеличивается на 4,256 кв, дюйм, при увеличеніи радіуса на 2 

дюйм. Опродѣлить радіусъ Ош. 4,239 дюйм. ^ 
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207 Къ хордѣ, равной 40 дюйм., проведенъ перпендикулярный 
радіусъ. Часть этого радіуса отъ хорды до окружности содержитъ 
10 дюйм. ОпредІ.лить окружность круга. Отв.* *•)) 157,0795 дюйм. ^ 

208. Двѣ окружности имЬіоіъ одииакіѳ радіусы, равные 9 дюйм., 

< денгры ихі, отстоятъ другъ отъ друга на разстояніи, равномъ ‘ 

радіусу, ОпредЬлить площадь, общую обоимъ кругамъ, — ограни¬ 

ченную дугами обѣихъ окружностей между ихъ точками перѳс'Ь- 

ЧСПІЛ. Огне. 99,498 кв. дюйм. 
209. Радіусъ круга содержитъ 4,2 дюйм. Опредѣлить площадь 

осі мента, соотвѣтствующаго хордѣ, равной сторонѣ вписаннаго 
квадрата. Отв. 5,034 кв. дюйм, 

210. Въ кругѣ вписанъ прямоугольный треугольникъ, котораго 
гипотенуза равняется 12,4 дюйм., а одинъ нзъ острыхъ угловъ 
содержитъ 5743' Опредѣлить длину дугъ, стягиваемыхъ катетами. 

Оіпв, 6,987 дюйм, и 12,491 дюйм 
211. Изъ вершины прямого угла прямоугольнаго равнобедрен¬ 

наго треугольника, котораго катетъ равняется 5,3 дюйм., оцисаяа 
окружность, радіусомъ, равнымъ катету, а изъ вершины остраго угла 
радіусомъ, равнымъ гипотенузѣ, описана другая окружность, кото¬ 

рая пересѣкается съ первой. Опредѣлить площадь той части пер¬ 

ваго круга, которая находится внѣ второго. Отв. 28,09 кв. дюйм, 

212. Въ круіѣ, котораго радіусъ равняется 7,^ дюйм., проведены 
двѣ параллельныя хорДы, нзъ которыхъ одна равна сторонѣ вписан¬ 

наго правильнаго шестнугѳльннка, а другая—сторонѣ вписаннаго пра= 

вильпаію 12-урольнина. Опредѣлить таеть площади круга, содержа- - 

щугосямеЖдуэтимиДордамиіа) если хорды лежать по одной сторонѣ 
центра и Ь) по разнымъ сторонамъ его. Отв. а) 4,65 и Ь) 171,54 Нв.-д. 

СТЕРЕОМЕТРІЯ. 

КЪГДАВАМЪІнП. ;; 

213 Опредѣлить разстояніе точки отъ плоскости, предпаш’аД,«Йо 
ѵга точка отстоитъ отъ точки, данной на плоскости, на 1і,38^А-про-- 

екція линіи, соединяющей обѣ точки, равняется 4,62 

•) Въ этой ж въ сіѣдующиъ эадачахъ предположено я=3,і4І59 

*•) Числа линеняыдъ, нвадратннх'ь н дубичесвйхъ ванѣреШ ‘“въ этой н въ 
илідующнхъ эадавахъ вздтн при прондвольнон лниедной сдщяяцѣ. ' 
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214. Въ центрѣ круга, котораго радіусъ 4, воэставленъ пѳр-^ 

пѳидикудяръ въ его плоскости; иа этомъ перпендикулярѣ даиа*^ 

Гонка, отстоящая отъ центра па ЗіѴв- Опредѣлить разстояніе ел 
отъ окружности круга. Ош. 32Уд. 

215. Опредѣлить разстояніе тонки отъ плоскости, зная, что- 

0та тонка отстоит отъ двухъ точекъ, данныхъ на плоскости, на 
143 и 157, и что проекціи этихъ двухъ разстояній отиоеятел 
какъ 11:17. Отв. 132. 

216. Двѣ тонки отстоятъ отъ плоскости на РД и І^Ѵго» & про¬ 

екціи линіи, соединяющей ихъ, равняется 1. Опредѣлить разстоя¬ 

ніе этихъ точекъ ругъ отъ друга. Отв. Ѵ/дд. 

217. Въ вершинѣ прямого угла прямоугольнаго трѳугольннка- 

возставленъ перпендикуляръ къ его плоскости; длина этого пер¬ 

пендикуляра есть 1, а вершина его отстоитъ отъ концовъ гипо¬ 

тенузы на 3 и 3. Опредѣлить гипотенузу. От&. 4. 

218. Въ центрѣ круга, описаннаго около равносторонияготреутоль- 

ннка, возставленъ перпендикуляръ къ его плоскости; длина этого пер¬ 

пендикуляра 4,5, а вершина его отстоитъ отъ одной мзъвершинъ 
треугольника, на 7,5. Опредѣлить площадь треугольника. Оте. 46,77. 

219. Линія ЛВ, длиною въ 3,9, параллельна дайной плоскости. 
На эту линію опущенъ перпендикуляръ изъ данной тонки В, рав¬ 

ный 5,2; продолженіе же этого перпендикуляра отъ прямой ЛВдо 
плоскости равняется 1,4. Опредѣлитъ разстояніе между собою то¬ 

чекъ пересѣченія линій РЛ и РВ съ плоскостью. Ош. 4,95. 

220. Между двумя параллельными плоскостями на разстояніи. 

1,5 другъ отъ друга проведены перпендикуляръ и косвенная ли¬ 

нія; разстояніе ихъ основаній въ одной плоскости есть 32,3, а въ 
другой 32,5; проекція же косвенной линіи на первую плосжостъ- 

перпендикулярна къ линіи, соединяющей ихъ основанія въ этой' 

плоскости. Опредѣлить длину косвенной линіи. Оте. 3,9. 

221. Два прямыхъ угла съ параллельными сторонашг, об'ра^ 

щѳнными въ одну сторону, расположены такъ, что линія, соѳди- 

няюпщл ихъ вершины, равная 165, перпендикулярна къ плоско:- 

стямъ ихъ. На сторонѣ одного изъ угловъ, начиная съ его вер-- 

гпиіш, отложена частъ равная 48, а на сторонѣ другого, непарал¬ 

лельной первой, часть равная 20. Опредѣлить разстояніе межд^ 

1>бою коицрвъ |тихъ частей. Отв- 173. 
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222. Отъ точки, отстоящей иа 4,5 отъ плоскости, проведена 
линія къ этой плоскости подъ угломъ 45®. Опредѣлить длину этой 
линіи. Отв. 6,364. 

223. Отъ точки проведена линіи длиною въ 5,6 къ плоскости подт 
угломъ 30®. Опредѣлить разстояніе точки отъ плоскости. Отв. 2,8. 

224. Два прямоугольныхъ треугольника, имѣющихъ общій ка¬ 

тетъ, расположены такъ, что не общій катетъ одного перпендику¬ 

ляренъ къ гипотенузѣ другого; гипотенуза же перваго равняется 
1,2, а не обпцй катетъ другого 1,6. Опредѣлитъ разстояніе двухъ 
не общихъ вершинъ треугольниковъ. Отв. 2. 

225. На плоскости дана точка, разстояніе которой отъ другой 
плоскости составляетъ половину перпендикуляра, опущеяклго изъ 
той же точки на линію пересѣченія обѣихъ плоскостей. Опредѣ¬ 

лить уголъ, который образуютъ эти плоскости. Отв. 30®. 

226. Па плоскости даны двѣ точки, изъ которыхъ опущены 
перпендикуляры на другую плоскость; основанія этнхъ перпенди¬ 

куляровъ отстоять отъ линіи пересѣченія плоскостей на 7,91 и 
5,65; первый же изъ нихъ равняется 7,28. Опредѣлить длину 
другого перпендикуляра. Отв. 5,2. 

227. Прямая содержится между сторонами прямого двугран* 

наго угла, а перпендикуляры, опущенные изъ основаній ея на 
ребро угла, равняются 16 и 12 и отсѣкаютъ отъ этого ребра часть 
равную 12. Опредѣлить длину этой линіи. Отв. 29. 

КЪ ГЛАВѢ ПІ. 

228. Прямая призма, имѣющая въ основаніи равносторонній 
треугольникъ, котораго площадь равняется 25, пересѣчена пло¬ 

скостью, проходящей чрезъ сторону основанія и составляющей съ 
иимъуголъвъ45®. Опредѣлить площадь этого сѣченія. Отв. 35,356 

229. Прямой параллелепипедъ съ квадратнымъ основаніемъ, ко¬ 

тораго периметръ 12, пересѣченъ плоскостью, проходящею чрезъ 
сторону нижняго основанія. Эта плоскость пересѣкаетъ линію, соеди 
няющую центры двухъ основаній, въ точкѣ, которая отстоитъ отъ 
нижняго основанія на 2. Опредѣлить площадь сѣченія. Отв. 15. 

230. Правильная осьмнугольная пирамида, сторона основанія 
которой равняется 2,4, пересѣ'^ена плоскостью, параллольной осно* 
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»авію, раадѢдягощѳй ‘Выооту дйрамйды аопйл&мъ. ОпредѣлігагШ)- 
щадь- еѣчѳнія-. 'Отв.-18;90§. . ‘ѵ>і ■>& 

231. Въ правильной четырѳугодьной пирамидѣ, которой вые^'^ 

3,6, а сторона оСйовані^ 4,2, умѣщенъ четыре вершйны 
котораго находятся иачьсвоиаиіи пврамады, а оеталіныя^ четыре’ 

на боковыхъ^ {иэбрахъ. Опредѣлите сторону куба>> 'Отв, !^,4. ' ' 

232. Виоота прямой врнэмы, которой основаніе ранносі'орой. 

треугольникъ, равняется 92,6, а сторона осиовавія 60,8; Ойрѳ* 
дѣлить полную поверхность - призмы^ Отв. 20091. ' * 

233. Высота прямой призмы, которой основаніе равносторон. 
треугольникъ, равняется 66, а площадь основанія 792. Опредѣ¬ 

лить боковую поверхноогь призмы. Отв. 8468. 

234. Основаніе прямой ориэмы равиобсдр. треугольникъ, коУо- 
раго основаніе равно 16, а равныя стороны 21, боковая аѳ 
вѳркность првзіш равняется 986. Опредѣлить высоту оя. Оотл 

235. Высота прямой треугольной призмы 38, двѣ сторойи 
основанія равны 67 и 7з^ а боковая яоворхыость 8360. Опродѣ-' 
лить 3-ю сторону основанія, 80. 

236. Высота прямой треугох рризмы 29, одна» изъ сторонъ ей 
основанія 24, площадь основанія 203 в-боковая воверхноеть 2436. 

Онредѣлвть двѣ другія стороны основанія. Ош. $-9,46 н 20,54. 

237. Полная иоворхнссть прямого параалѳлоаипѳда съ квадрат¬ 

нымъ основаніемъ равна 608,22, а боковая шзверхность его 370,6. 
Опредѣлить его высоту. Отв. 8,5. 

238. Полная поверхность прямого параллелепипеда съ квадрат¬ 
нымъ основаніемъ равна 8928, а высота его 44. Опредѣлить сто¬ 
рону квадратнаго основанія. Отв. 36. 

239. Высота прямого параллелепипеда еь квадратнымъ осно¬ 

ваніемъ ртйиа 94, а боковая поверхность его 46120. Опредѣлить 
діагональ параллелопипеда,. Отв, 194. 

240. Полная поверхность прямого иарадлелопшюда равна 
1750,32, боковая поверхность 960 и одна нзъ сторонъ йсиованцг 
17,8. Олредѣдшъ высоту царалледйпипѳда. Отв. 12. 

241. Боковая поверхность прямоугольнаго парадлѳледипеда ра<в-' 
на 2820, площадь его основанія 819, а высота его 23,5. ОпредЬт 
лить стороны основанія. От$. 39; 21. 

242. Боковая повѳрхаовть прямоугольнаго параддедедипвда 
1960, полная поверхность 5472 а шоота его 36. Опрадѣлать 
діагональ параллелепипеда,. Отв. 53. 
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243^ Осйованіе прямого параллелопнпеда есть ромбъ, іютораг^ 

сторона 35, а меньшая діагональ 42; площадь хѳ діагональной < 

плоекосіти, проходящей чрезъ меньшую діагональ основанія, &24. 
Опредѣлить полную попорхность. Отв. 5432. 

244. Высота прямого параллелепипеда, котораго основаніе 
ромбъ, равна 8, меньшая діаіюдаль основанія 14, а полная по¬ 

верхность 1472, Опредѣлить сторону основанія. Отв. 25. 

245. Основаніе прямого параллелепипеда есть ромбъ, одинъ 
тгловъ котораго содержитъ 30®, полная поверхность 2025, а вы¬ 

сота нараллелепин. 14. Опредѣлить сюрону основаиія. Отв. 25. 

246. Оеновавіе прямого параллелен, есть параллолограмый», Нѳтб- 

раго стороны 17,6 н 15,7; высота параллелепипеда 12 и іюляая 
поверхность его 759,84 ОпредЬлить діагонали основанія, Отв. 18, 

247 О сігованіе параллелен, есть параллелограммъ, котораго дйѣ 
стороны 14 и 16, а острый уюлъ содержитъ бО*^, площадь же діага-*) 

налмюй плоскости, проходящей чрезъ большую діагональ, равна 
390 Опредѣлитъ боковую поверхность параллелепипеда. Отв. 900. 

248. Основаніе прямой призмы-^трапеція, которой непаралг 
лольныя стороны равны, а одна изъ параллельныхъ сторонъ ея 
84, разстояніе же между параллельными сторонами 36; плолщадь 
трапеціи 2052 и высота призмы 38. Опредѣлить полную новѳрх- 
вость ея. Отв4 11866. 

249. Діагоналъ куба 39. Опредѣлить полную новѳрадооть его. 
Ошв. 3042. 

250. Площадь Діагональной плоскости куба 480. Опредѣлить 
ПОЛНУЮ поверхность его Отв. 2036,448. 

251. Основаніе прямой призмы-—правильный шестиугольникъ, 
котораго площадь равна 424; высота же призмы 12. Опредѣлить 
боковую поверхность. Отв. 919,8. 

252. Основашіо прямой, призмы—правильный осьмиугольиикъ, 

кошраго площадь равна 530; высота жѳ призмы 9. Опродѣлить 
боковую поверхноеть. Отв. 758,6. 

253. Трн боковыя ребра прямой усѣченной треугольной призмы 
равны 35, 39 н 47, а стороны ея основанія, противоположныя этимъ 
ребрамъ, соотвѣтственно равны 20, 25 н 33. Опродѣлить полую 
повсрхйоеіъ усѣмоняой ' призмы. Отв 3052у4* ^ , 

254. Доковая поворхноогь иакяоіщой арначы равна 18087, ни 
«ѣчѳніѳ, порпеиднкудярйоѳ къ ея боковымъ рббраНъ ость треО 
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угольникъ, котораго стороны 63, 69 и 71. Опредѣлять боковое 
ребро призмы. Отв. 89. 

255. Основаніе правильной пирамиды есть треугольникъ, кото¬ 

раго сторона 12; высота же пирамиды 18, Опредѣлить полнув> 

поверхность пирамиды. Ошв. 392,299. 

256. Высота правильной треугольной пирамиды 15, а боковое 
ребро 18. Опредѣлить боковую поверхность. Отв. 408,525. 

257. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды 10 к 
площадь одного изъ боковыхъ треугольниковъ 48. Опредѣлить пол¬ 

ную поверхность пирамиды. Отв- 206,353. 

258. Высота правильной пирамиды съ квадратнымъ основа¬ 

ніемъ равна 30, а боковая поверхность ея 2176. Опредѣлить сто¬ 

рону основанія. Отв. 32. 

259. Полная поверхность правильной пирамиды съ квадрат¬ 

нымъ основаніемъ равна 4704, а апооема ея—35, Опрѳдѣлить- 

высоту пирамиды. Отв. 28. 

260. Боковое ребро правильной четырсугольной пирамиды равно 
74, а площадь одного изъ боковыхъ треугольниковъ 1680. Опре¬ 

дѣлить сторону основанія. Отв. 48. 

>261. Высота правильной пятиугольной пирамиды 45, а сторона, 

основанія 41. Опредѣлить боковую поверхность. Отв. 5444,12. 

262. Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиды 17, або- 

ковая поверхность 720. Опредѣлить высоту пирамиды. Отв. 5,7445. 
263. Апооема усѣченной правильной треугольной пирамиды 14,. 

а стороны двухъ ея основаній 18 н 12. Опредѣлить полную по¬ 

верхность усѣченной пирамиды. Отв. 832,65. 

264. Высота усѣченной правильной четыреугольной пирамиды 
24, а стороны двухъ основаній ея 29 н 15. Опредѣлить боковую 
поверхность усѣченной пирамиды. Отв. 2200. 

265. Площади основаній усѣченной правильной четыреугольной 
пирамиды равны 3249 и 961, а полная поверхность ©я 23380. 

Опредѣлить высоту усѣченной пирамиды. Отв. 84. 

КЪ ГЛАВѢ ІУ. 

266. Высота прямой призмы, которой основаніе равиосторон- 

ній треугольникъ, равняется 32,4, а сторона осиованія 
Опредѣлить объемъ призмы. Отв. 2949,72. 
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267. Боковая поверхность прямой призмы, которой осиовашф- 

равносторонній треугольникъ, равна 576, а объемъ призмы 1152. 

Опредѣлить сторону основанія. Ошв. 13,856. 

268. Боковая поверхность прямой призмы, которой основаніе 
равносторонній треугольникъ, равна 291,2; полная поверхность 
338,24 и одна изъ равныхъ сторонъ основанія 7. Опредѣлить объ¬ 

емъ призмы. Два рѣш.: 305,76 и 261^775- 

269. Объемъ прямой треугольной призмы 12672, высота ея 33 

и двѣ стороны ея основанія 24 и 32. Опредѣлить 3-ю сторону 
основанія. Ош. 40. 

270. Боковая поверхность прямой треугольной призмы 1320, 

полная ея поверхность 1683 н двѣ стороны основанія 22 н 16,5. 
Опредѣлить объемъ призмы. Отв. 3630. 

271. Высота прямоугольнаго параллелепипеда съ квадратнымъ 
основаніемъ равна 31, а полная его поверхность 3486. Опредѣ¬ 

лить объемъ его. Отв. 13671. 

272. Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда равна- 
2238, одна изъ сто]5онъ основанія 19, а объемъ 7182. Опредѣ¬ 

лить высоту параллелепипеда. Отв. 18 и 21. 

273. Полная поверхность прямого параллелепипеда, котораго осно¬ 

ваніе ромбъ, равна 634,32, меныпая діагональ основанія 9,9 а пло¬ 

щадь діагональной плоскости, проходящей чрезъ эту діагональ, рав¬ 

няется 118,8. Опредѣлить объемъ параллелепипеда. Отв. 997,92. 

274. Стороны параллелограмма, служащаго основаніемъ паралле¬ 

лепипеда, равны 52,8 и 17,1, площадь основанія 902,88, а пло¬ 

щадь діагональной плоскости, проходящей чрезъ діагональ основа¬ 

нія, 1720,5. Опредѣлить объемъ параллелепипеда. Отв. 27989,28. 

275. Объемъ прямого параллелепипеда, котораго основаніе па¬ 

раллелограммъ, равенъ 4989,6, полная поверхность его 1854,96> 

а двѣ стороны его основанія 23,1 и 10,8. Опредѣлить высоту па¬ 

раллелепипеда. Отв. 20. 

276. Прямая призма имѣетъ въ основаніи трапецію, которой 
непараллельныя стороны равны, а параллельныя равны 51 и 19. 

Боковая поверхность призмы 1794, а высота ея 13. Опредѣлить, 

объемъ ея. Отв. 13650. 

277. Полная поверхность куба 2166. Опредѣлить его объемъ.. 

Опів. 6859. 
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278. Основаніе прямой усѣченной призмы есть треугольнов'ь, 
котораго стороны 12, 14 н 18, а боковыя ребра 28, 32 и 36 

Опредѣлить объемъ усѣченной призмы. Отв. 2685. 

279. Основаніе наклонной прнзмы треугольникъ, котораго сто¬ 

роны 35, 21 и 28, а разстояніе между двумя ея основаніями 59. 

Опредѣлить объемъ призмы. Отв. 17346. 

280. Высота правильной треугольной пирамнды 35, а сторона 
ея основанія 42. Опредѣлить объемъ. Отв. 8911,4. 

281. Апоеема правильной треугольной пирамиды 23, а полная 
поверхность ея 1750. Опредѣлить объемъ пирамиды. Отв. 3687,58. 

282 Высота правильной четареугольной пирамиды 16, а пол¬ 

ная поверхность 1536. Опредѣлить объемъ. Отв- 3072. 
283. Апоѳема правильной четыреугольной пирамиды 39, а бо¬ 

ковая ея поверхность 2340. Опредѣлить объемъ. Отв. 10800. 

284. Воковое ребро правильной пятиугольной пирамиды 26, а 
сторона ея основанія 20. Опредѣлить объемъ. О^пв. 4516,1. 

285. Объемъ правильной шестиугольной пирамиды 8400, асто- 

роиа основанія 22. Опредѣлить высоту пирамиды. Отв. 20,04. 

286. Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиды 37, а бо¬ 

ковая поверхность 2520. Опредѣлить объемъ пирамиды. Отв. 14046,9. 

287. Высота усѣченной правильной треугольной пирамиды 130, 

стороны жо основаній 42 и 30. Опредѣлить объемъ усѣченной 
пирамиды. Отв. 73630. 

288. Высота усѣченной правильной четыреугольной пирамиды 
18, сторона ннжнлго основанія 17, а объемъ усѣченной пирамиды 
4074. Опредѣлить сторону верхняго основанія. Отв. 13. 

289. Сколько кубическихъ метровъ кислорода содержится въ 
прямоугольной комнатѣ, которой длина 9 метровъ, ширина 0^, 

метровъ н высота 4Ѵа метра, если въ 100 частяхъ воздуха со¬ 

держится 21 часть кислорода? Отв. 56,7 куб. метровъ. 

290. Четыроугольная балка длиною въ 15 фут. разрѣзана на 
доски; осйоѣаніо балки прямоугольникъ, котораго стороны 2^2 и 
1*/д фут. Сколько квадратныхъ футовъ досокъ получится изъ бал¬ 

ки, если изъ одного кубическаго фута выходитъ 8 квадратныхъ 
фут. досокъ? Отв. 500 квадратныхъ фут. 

291. Колодезь съ квадратнымъ отверстіемъ въ 3*Д фут., кото¬ 

раго глубина 25 фут., выложенъ кирпичной стѣною въ ^4 фут. 

толщ;йѣи. Сколько^ кубическнгъ футовъ содержитъ стѣна? Отв. 
337Ѵ» кубическихъ футовъ. 
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282. Въ ЯЩИКЪ съ подою, котораго длина 3 фут., а ширина. 

2% фут., погружсит, к'амень, вслѣдствіо чего вода въ ящикѣ под¬ 

нялась на 4 дюйма н совершенно покрыла камень. Опредѣлить 
объемъ камня. Отв. 27^ куб. фут. 

293. Каменное строеніе, котораго длина 60 фут,, ширина 40 

фут. и вышина до крыши 36 фут., имѣетъ 48 оконъ и двѣ двери. 

Ширина каждаго окна 4 фут., а вышина 6 фут., ширина же двери 
4 фут и высота ея фут. Сколько потребуется кирпичей на 
зто строеніе, есліг каждый кирпичъ 1 фут. длины, 78 Фут- ии- 

рипы и 7в ФУ’’’- толшшіы'^ Отв. 103716. 
294. Пирамида, отлитая изъ золота, и.мѣегь 4 сантим, высоты, 

а основаніе ея есть треугольникъ, котораго высота 1,5 сантнм. н 
основаніе 0,4 сантнм. Удѣльный вѣсъ золота 19,325, и кило¬ 

граммъ этого золота стоить 900 руб. Опредѣлить цѣнность пира¬ 

миды. Отв. О руб. 97 коп. 

295. Клинъ имѣетъ въ основаніи прямоугол., котораго стороны 
3 и 279 дюйм., а острее, параллельное большей сторонѣ основанія, 
имІ.етъ длину 2дюйм. Опредѣлить объемъ клнна. Отв. 50куб. дюйм. 

296. Пирамида изъ чугуна, котораго удѣльный вѣсъ 7,5, вѣсить- 

1012,5 килограм.; основаніе пирамиды есть квадратъ, котораго сторо¬ 

на равняется 45 сантим. Опредѣлить высоту пирамиды. Отв. 2 метра. 

297. Прямолинейная плотина длиною въ 150 фут. имѣетъ па 
всему протяженію 12 фут. вышины, 8 фут. ширины вверху я 
16 72 Фуг- ширины внизу. Сколько кубическихъ фут. содержитъ- 
плотина? Отв, 22050 кубическихъ фут. 

298. Прямая квадратная усѣченная пирамида изъ гранита, ко¬ 

тораго удѣльный вѣсъ 2,6, вѣситъ 6604 килограм. Высота усѣ¬ 

ченной пирамиды 1,5 метр., а сторона нижняго основанія 1,4 метр. 
Опредѣлитъ сторону верхняго основанія. Отв. 1,2 метр. 

К Ъ Г Л А В ѣ У. 

299. Цилиндръ пересѣченъ плоскостью, которая параллельна 
его осн н отстоитъ отъ послѣдней на 3. Площадь сѣченія рав¬ 

няется 120, а ддагоиаль фигуры сѣченія равна 17^. Опредѣлить: 

а) высоту цилиндра, Ь,) радіусъ его. Отв. а) 15, б”. ,, 

390, Въ конусѣ^ котораго высота 6, а радіусъ орирванія 7, 

вписана правильная пирамида съ квадратнымъ основаніемъ, йпрѳ- 

дѣлить площадь одной изъ -бслсовыхъ сторонъ ея. Он».- 3878. 
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301. Радіусъ цилиндра 15,6, а высота ѳію 22,4. Опредѣлить: а 
-яолную его поверхность, Ь) объемъ его*). Отв.а) 3724,672; Ь) 17125,4. 

302. Радіусъ цилиндра 24, а объемъ его 115200. Опредѣлить 
■боковую поверхность. Отв. 9600. 

303. Окружность основанія цилиндра 52, а площадь сѣченія, 

проходящаго чрезъ ось цилиндра, равна 480. Опредѣлить объемъ 
цилиндра. Отв. 6240. 

304. Высота цилиндра 36, а полная поверхность его 5200. 

Опредѣлить объемъ. Отв. 28718. 

305. Боковая поверхность цилиндра 954, а его объемъ 5724. 

Опредѣлить радіусъ основанія. Отв. 12. 

306. Радіусъ основанія конуса 45, а образующая 75. Опредѣ¬ 

лить полную поверхность конуса. Отв. 16964,34. 

307. Радіусъ основанія конуса 35, а площадь сѣченія, проходя¬ 

щаго чрезъ ось конуса, 2940. Опредѣлить объемъ его. Отв. 107757,5. 

308. Радіусъ основанія конуса 16, а полная поверхность его 
2880. Опредѣлить его объемъ. Отв. 10205,18. 

309. Образующая конуса 53, а высота его 45. Опредѣлить 
■боковую поверхность. Отв. 4662,2. 

310. Образующая конуса 35, а площадь сѣченія, проходящаго че¬ 

резъ ось, 588. Опредѣлить полную поверхность конуса. Отв. 3694,55. 

311. Высота конуса 62, а боковая поверхность 7440. Опредѣ¬ 

лить объемъ конуса. Отв. 71046,6. 

312. Боковая поверхность конуса 1080, а полная поверхность 
1440. Опредѣлить объемъ конуса. Отв. 3633,2. 

313. Радіусы основаній усѣченнаго конуса 18 н 10, а образую¬ 

щая 28. Опредѣлить; а) боковую поверхность, Ь) объемъ усѣчен¬ 

наго конуса. Отв. а) 2463,06; Ь) 16971,92. 

314. Радіусы основаній усѣченнаго конуса 17 и 12, а объемъ 
«го 16800. Опредѣлить боковую поверхность его. Отв. 2339,29. 

315. Радіусъ нижняго основанія усѣченнаго конуса 26,образующая 
55, а боковая поверхность 8280. Опредѣлить высоту. Отв. 54,848. 

316. Радіусъ нижняго основанія усѣченнаго конуса 8,4, боковая 
поверхность ого 816, а площадь сѣченія, проходящаго черезъ ось 
«го, 252. Опредѣлитъ объемъ усѣченнаго конуса. Отв. 2396,83. 

317. Образующая усѣченнаго конуса 37, высота его 75, а объемъ 
48193,8. Опредѣлить радіусы основаній. Отв- 26,647 и 14,643. 

*) Въ этой в жъ сіѣдусфЕхъ зад&чАхъ оредшможево я=8,14159. 
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318. Окружность большого круга шара 240. Опредѣлить по^ 

«ерхность его. Отв. 18334,66. 

319. Поверхность шара 3840. Опредѣлить объемъ его. От$. 

-.22375,2. 

320. Радіусъ малаго круга 12, а разстояніе его отъ центра 9. 

Опредѣлить объемъ шара. Отв. 14137. 

321. Радіусъ шара 39, а радіусъ основанія шаровоію сегмента 
36. Опредѣлить объемъ этого сегмента. Отв. 56095,7. 

322. Радіусъ основанія шарового сегмента 25, а полная по¬ 

верхность его 4680. Опредѣлить объемъ сегмента. Отв. 17142,4. 

323. Радіусы основаній шарового пояса 60 н 39, а радіусъ 
шара 65. Опредѣлить боковую поверхность пояса. Отв. 11027. 

324. Радіусъ шара 26, высота шарового пояса 14, а радіусъ од¬ 

ного изъ его основаній 24. Опредѣлить объемъ пояса. Отв. 16302,7. 

325. Радіусы основаній шарового пояса 20 н 15, а боковая 
поверхность его 785,4. Опредѣлить объемъ его. Отв. 991,15. 

326. Боковая поверхность шарового пояса 200, полная по¬ 

верхность его 900, а радіусъ одного изъ основаній 11. Опредѣ¬ 

лить объемъ пояса. Отв. 1009,5. 

327. Радіусъ шара 39. Опредѣлить объемъ шарового сектора, со¬ 

отвѣтствующій сегментъ котораго имѣетъ высоту 3. Отв. 9556,75‘ 

328. Объемъ шарового сектора 10400, а высота соотвѣтствую¬ 

щаго ему сегмента 13. Опредѣлить радіусъ основанія этого сег¬ 

мента. Отв. 18,416. 
329. Глиняная труба имѣетъ 10 фут. длины н 27^ фут. во 

внѣшней окружности, толщина ея стѣнкн равняется Р/з дюйм. 

Опредѣлить вѣсъ всей трубы, зная, что 1 куб. дюймъ глины вѣ- 

'Сить 3,25 лота. Отв. И пуд. 22 фунт. 9,67 золоти. 

330. Одинъ конецъ бревна, котораго длина 24 фут., имѣетъ 
въ окружности 9 фут., а другой 6,84 фут. Опредѣлить объемъ 

<его. Отв. 120,6 куб. фут. 
331. Свинцовый цилиндръ покрыть концентрическимъ слоемъ 

пробки такъ, что радіусъ внѣшней поверхности всоію цилиндра 
равняется 36,77 сантиметра. Весь цилиндръ погружается въ воду 
ровно на половину; удѣльный вѣсъ пробки 0,24, асвиица—11,33. 

Опредѣлить радіусъ свинцоваго цилиндра. Отв. 5,52 снатимѳтра. 

332/Мѣдная труба длиною въ 1,2 метр, вѣситъ 90 килогр.; 
внѣшній діаметръ трубы 0,95 метр., а удѣльный вѣсъ мѣди 9. 

Опредѣлить толщину стѣнки трубы, Отв. 0,29 сантиметра. 



8і83* Дилиндр^-^ескій сосудъ, радіусъ отверстія дотораго 4 

дюйм., содержитъ некоторое количество воды; въ нее погружается 
пирамида, веѣ четыре сгоройы ■кото^юй суть одинакіе равносто¬ 

ронніе’’ троугольиикн; сторона этихъ треугольниковъ равняется & 

дюйи. На сколько поднимается вода въ цилиндрѣ, предполагая, 
что пирамида вся поіружоиа въ воду? Отв. 0,5в дюйм. 

334. Одинъ изъ катетовъ прямоугольнаго треугольника равенъ 
4, а противоположный ему уголъ 30®. Въ какомъ отношеніи бу. 

дутъ объемы трехъ тѣлъ, происшедшихъ отъ обращенія треуголь¬ 

ника около трехъ его сторонъ? Отв. 1 :1/"3 : ; 2 

385. Опредѣлить вѣсъ свинцоваго шара, котораго діаметръ 6,4 

^янтим., принимая удѣльный вѣсъ свинца равнымъ 11,33. 

Отв 0,874 килогр. 

ЗЗв, Опредѣлить діаметръ отверстія пушки, желѣзное ядро 
которой вѣситъ 3 килограмма, принимал удѣльный вѣсъ желѣза 
равнымъ 7,207. Отв. 11,22 сантиметра 

337. Пустой желѣзный шаръ, котораго внѣшній радіусъ ра¬ 

венъ 2 дециметр., погружается въ воду ровно на половину. Опре¬ 

дѣлить толщину сіѣнки шара, принимая удѣльный вѣсъ желѣза 
'равнымъ 7,4. ОгЛв. 1,95 дёциметр. 



РѢШЕНІЕ ЗАДАЧЪ. 
Часть I. Планпметрія. 

ГЛАВА II. 

1. На произво.’іьно начертанной прямой откладываются посред¬ 

ствомъ циркуля одна за другой всѣ данныя линіи. 

2. То же построеніе. 
3. На линіи АВ откладывается меньшая линія Л/ІѴ. 

4. Изъ обоихъ концовъ прямой АВ описываются окружности 
равными радіусами; линія, соединяющая точки пересѣченія двухъ 
окружностей, ра.здѣлигь линію АВ пополамъ. 

5. Линія АВ дѣлится пополамъ, каждая часть опять пополамъ 
и т. д. 

6. Если сложимъ линію 5 н и раздѣлимъ линію 5 по¬ 

поламъ, то получимъ большую изъ двухъ искомыхъ линій; если же 
изъ 8 вычтемъ й и разд’ѣлнмъ линію з—Л пополамъ, то получимъ 
меньшую изъ двухъ искомыхъ линій. 

7. То же построеніе, какъ въ задачѣ 4. 

8. По обѣимъ сторонамъ точки О отк.іадиваются равныя части 
ОМ и ОN, и изъ точекъ М N описываются дугн равными ра¬ 

діусами; линія, соединяющая точку пересѣченія этихъ дугъ съ 
точкою О, будетъ искомый перпендикуляръ. 

9. Изъ точки М описывается окружность, пересѣкающая пря¬ 

мую АВ въ точкахъ Р и нзъ точекъ Р н ^ описываются дуги 
равными радіусами; линія, соединяющая точку пересѣченія этихъ 
двухъ дугъ съ точкою М, будетъ искомый перпендикуляръ. 

10. Изъ точки М опускается перпендикуляръ на линію АВ. 

11. Перпендикуляръ, возставленный въ срединѣ прямой АВ. 

12. Изъ точки О описывается произвольнымъ радіусомъ дуга, 
которая пересѣчетъ стороны угла въ точкахъ Ь и Л/; изъ точки 
А описывается тѣмъ же радіусомъ дуга, которая пересѣчетъ пря¬ 

мую АВ въ точкѣ С; наконецъ, нзъ точки С радіусомъ ЬМ опи¬ 

сывается дуга, которая пересѣчетъ первую дугу въ точкѣ В. Со¬ 

единивъ точки В я А, получимъ уголъ ВАС, равный углу РОЛ/. 

>13. Проведя произвольную линію АВ, составимъ при какой- 

нибудь ея точкѣ А уголъ САВ, равный первому изъ данныхъ угловъ. 
А. Давыдовъ, івомвюи. 21 
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при той же точкѣ А составимъ на линіи АС уголъ, равный вто¬ 

рому изъ данныхъ угловъ и т. Д. 

14. То же построеніе. 
15. Проведя пронзвоѵіьную прямую АВ, составимъ при какой- 

нибудь точкѣ ея Л углы СЛВ и ВЛВ, равные даннымъ угламъ; 

тогда уголъ СЛВ будетъ искомый уголъ. 

16 Изъ вершины Л описываемъ произвольнымъ радіусомъ дугу, 

которая пересѣчетъ стороны угла ъъ В и С, изъ точекъ В я С 
описываемъ одинакими радіусами дуги, которыя пересѣкутся въ 
точкѣ В; линія АВ раздѣлитъ уголъ пополамъ. 

17. Раздѣливъ уголъ ВАС пополамъ, дѣлимъ каждую часть 
снова пополамъ и т. д. 

18. Пусть будетъ 5 сумма и разность двухъ искомыхъ угловъ. 
Сложивъ 8 и ^ и раздѣливъ уголъ пополамъ, получимъ боль¬ 

шій изъ искомыхъ угловъ; вычтя (І изъ® и раздѣливъ уголъ а— 

пополамъ, найдемъ меньшій изъ двухъ искомыхъ угловъ. 

19. Раздѣливъ линію ВС пополамъ, соединимъ средину ея 
съ точкою А. 

20. Опустивъ изъ X перпендикуляръ на АВ, продолжимъ его 
на равное разстояніе по другую сторону АВ; линія, соединяющая 
конецъ его съ точкою М, перосѣчетъ АВ въ искомой точкѣ. 

21. Изъ точки А опускаемъ перпендикуляръ на линію, дѣля¬ 

щую угодъ ВОМ пополамъ. 
22. Перпендикуляръ, возставленный въ срединѣ 2ѴЖ, пересѣ¬ 

четъ АВ въ искомой точкѣ. 

23. Линія, дѣлящая уголъ АОС пополамъ. 

24. Линія, дѣлящая уголъ двухъ прямыхъ ХЖи пополамъ, 

пересѣчетъ прямую АВ въ искомой точкѣ. 
25. На произвольно взятой линія откладывается одна ивъ дан¬ 

ныхъ сторонъ, а изъ концовъ ея радіусами, равными двумъ дру¬ 

гимъ сторонамъ, описываются дуги, пересѣченіе которыхъ опредѣ¬ 

литъ третью вершину треугольника. Вопросъ возмо. -еиъ только 
тогда, когда наибольшая изъ данныхъ сторонъ меньше уммы двухъ 
другихъ сторонъ. 

26. Построивъ уголъ, равный данному, откладываемъ на сторо¬ 

нахъ его данныя стороны. 
27. На произвольной прямой откладываемъ данную сторону я 

при концахъ ея строимъ два угла, равные даннымъ угламъ; пер^ 
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«ѣченіѳ двугь сторонъ этихъ угловъ опредѣлить третью вершину 
треугольника. 

28. Построивъ уголъ ВАС, равный данному углу, откладываемъ 
на одной изъ сторонъ его часть АС, равную данной сторонѣ, нѳ 
противолежащей данному углу, и изъ точки С описываемъ раді¬ 

усомъ, равнымъ другой сторонѣ, дугу, пересѣченіе которой со сто¬ 

роною опредѣлитъ третью вершину треугольника. Вопросъ воз¬ 
моженъ только тогда, когда дуга и прямая пересѣкутся, т.-е. когда 
сторона, противолежащая данному углу, больше перпендикуляра, 

опущеннаго изъ С на АВ. Если при этомъ сторона, противолежа¬ 

щая данному углу, менѣе другой стороны, то вопросъ допускаетъ 
два рѣшенія; когда же эта сторона равна перпендикуляру, опущеи- 

аому изъ С иа АВ, то искомый треугольникъ будетъ прямоуголь¬ 

ный и вопросъ допускаетъ только одно рѣшеніе. Если сторона, 

лежащая противъ даннаго угла, больше другой стороны, то вопросъ 
также допускаетъ только одно рѣшеніе. 

29. На одной изъ сторонъ прямого угла откладывается данный 
катетъ н изъ конца его описывается радіусомъ, равнымъ гипоте- 

вузѣ, дуга, пересѣченіе которой съ другой стороною прямого угла 
опредѣлить третью вершину треугольника. 

30. Построивъ уголъ, равный данному углу, откладываемъ иа 
одной изъ его сторонъ часть, равную гипотенузѣ, и нзъ конца ея 
опускаемъ перпендикуляръ иа другую сторону угла. 

31. Построивъ уголъ 5^.0, равный данному углу, откладываемъ 
яа сторонѣ АВ часть АМ, равную данной сторонѣ, и на С часть 
АN, равную данной разности двухъ сторонъ. Въ срединѣ линіи 

возставляемъ перпендикуляръ, который пересѣчетъ линію АС 
въ точкѣ Б; АМВ будетъ искомый треугольникъ. Вопросъ возмо¬ 

женъ только тогда, когда Б лежитъ на продолженіи линіи А^. 

32. Построивъ уголъ С, равный данному углу, откладываемъ 
яа АВ часть ЛМ, равную данной сторонѣ, и на АС часть А2і, 

равную дайной суммѣ двухъ другихъ сторонъ. Въ срединѣ линіи 
ЖІѴ возставляемъ перпендикуляръ, который пересѣчетъ линію 
АС въ точкѣ Б; АМВ будетъ искомый треугольникъ. Вопросъ 
возможенъ только тогда, когда Б лежитъ между точками А и 

88. Опустимъ нзъ Ь перпендикуляръ иа АВ и продолжимъ его 
яа равное разстояніе до точки 2Ѵ; линія, соединяющая точки К 
ж пересѣчетъ АВ въ искомой точкѣ. 

21* 
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ГЛАВА ПІ. 

34. 1) Изъ точки А опускаемъ перпендикуляръ ЛР на линів> 

^ЗIу и въ той Же точкѣ А возставляемъ перпендикуляръ къ АР. 

2) Чрезъ А проводимъ произвольную линію, пересѣкающую ЪМ 
въ точкѣ Р, и строимъ при точкѣ А на линіи АР уголъ, равный 
углу АРМ. 

35. Прн какой-нибудь точкѣ Р прямой РМстроимъ уголъ МР^у^ 

равный данному углу, и проводимъ черезъ точку А линію, парал¬ 

лельную ^Р. 
36. Линія параллельной прямой ХЖ и находящаяся отъ иея иа 

разстояніи а. 

37. Двадцати шести прямымъ угламъ. 
38. Семнадцати. 
39. Раздѣливъ многоугольникъ діагоналями на треугольники, 

строимъ послѣдовательно рядъ треугольниковъ, имъ равныхъ, 
40. Прямой уголъ. 

41. Изъ какой-нибудь точки Ь прямой РМ описываемъ раді¬ 

усомъ а дугу, которая пересѣчетъ прямую Р^ въ точкѣ Р; пря¬ 

мая, проведенная изъ точки А параллельно линіи ХР, будетъ 
искомая линія. Вопросъ допускаетъ два рѣшенія. 

42. Проведя чрезъ А произвольную прямую АС и отложивъ 
на ней п равныхъ, но произвольныхъ частей, соединимъ конецъ 
послѣдней части О съ точкою В н проведемъ чрезъ всѣ точки 
дѣленія линіи АС прямыя, параллельныя прямой СВ. 

43. Чрезъ О проводимъ линію, параллельную АС, которая пе¬ 

ресѣчетъ сторону ЛВ въ точкѣ В; откладываемъ на сторонѣ 
часть ВВ—АВ и проводи.мъ прямую чрезъ точки Р и 0. 

44. Ярн какой-нибудь точкѣ А произвольно взятой прямой АВ 
строимъ уголъ ВАС, равный одному изъ данныхъ угловъ, и про¬ 

водимъ линію, параллельную прямой АВ, иа разстояніи Н отъ 
нея; положимъ, что оиа пересѣчетъ линію АС въ точкѣ С; про¬ 

водимъ чршъ С прямую, которая составить съ линіею АВ уголъ, 
равный второму изъ данныхъ угловъ, и перссѣчѳть линію АВ, 

доложимъ, въ В; АСВ будетъ искомый треугольникъ. 

45. Въ срединѣ В линіи АВ, равной данному осиованію, воз¬ 

ставляемъ перпендикуляръ и въ какой-нибудь точкѣ Е его строим ь 
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уголъ ВЕР равныГі половинѣ даннаго угла; проводимъ затѣмъ 
изъ Л линію параллельную ЕР, которая пересѣчетъ въ точкѣ 
С, тогда АВС будоі’ъ искомый треугольникъ. 

46. Построивъ уголъ7?ЛС', равный данному углу, проведемъ ли¬ 

нію, параллельную сторонѣ АС, на разстояніи А отъ нея, которая 
нересѣчетъ АВ, положимъ, въ точкѣ В‘, тогда ЛВ есть одна изъ 
сторонъ искомаго треугольника. Вычтя АВ изъ периметра р, полу¬ 

чимъ сумму двухъ другихъ сторонъ, и вопросъ приводится къ зад. 32. 

47. На линіи АВ, равной данному периметру р, строимъ тре¬ 

угольникъ АВС, имѣющій данные углы т и п, прилежащіе сто¬ 

ронѣ АВ. Пусть будетъ Р точка пересѣченія линій, дѣлящихъ 
углы и 5 пополамъ; проводимъ нзъ Р линіи, параллельныя 
сторонамъ ВС и АС, пересѣкающія АВ, положимъ, въ точкахъ 
Р и тогда Р$Р будетъ искомый треугольникъ. 

48. Вопросъ приводится къ построонію треугольника, котораго 
стороны будутъ: данная сторона параллелограмма и половины двухъ 
его діагоналей. 

ГЛАВА У. 

49. Прямой уголъ. 50. Восемь футовъ. 51. Два фута. 

52. Уголъ тупой. 

53. Если отъ периметра отнимемъ данный катетъ &, то получимъ 
сумму гипотенузы и другого ісатета; слѣдов. построеніе треугольника 

приводится къ задачѣ 32. Гипотенуза будетъ ^ ^- 

54. г = в±ЗЕ^. 
55. Начертивъ какой-нибудь уголъ ВАС, откладываемъ на сто¬ 

ронѣ АВ части АМ = а и ЪШ=Ь, на сторонѣ же АС—часть 
АВ=с\ соединивъ затѣмъ Р и Ж, проводимъ чрезъ линію парал¬ 

лельную МВ, которая пересѣчетъ АС, положимъ, въ точкѣ 
Р^ будетъ искомая линія. 

56. Проведя чрезъ А произвольную линію АС, откладываемъ 
на ней линіи АМ и МN, отношеніе которыхъ равнялось бы дан¬ 

ному отношенію, соединяемъ ІУ и Р и проводимъ чрезъ Ж линію 
параллельную ЕВ. 

57. Проведя чрезъ .4 произвольную линію откладываемъ на 
ней АМ=т-, МЕ—п\ ЕР—р; РЯ—д, соединяемъ ^ и Ри про¬ 

водимъ чрезъ точки Р, ІУ н Ж линіи параллельныя ЯВ. 
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58. На линіиБСопредѣлявмъточкуІтакь,чі:'обы^=”; тогда 

АІ будетъ искомая линія. Вопросъ допускаетъ два рѣшенія, соот¬ 

вѣтствующія положенію точки Т иа продолженіи линіи ВС^ или 
между точками В и С. 

59. Изъ какой-нибудь точки В линіи С опускаемъ перпеиди- 

куляръ ВЕ на линію АВ, и изъ В радіусомъ ВЕ описываемъ дугу, 

пересѣкающую АІ въ точкѣ Е. Если чрезъ I проведемъ линіЮ' 

параллельную ВЕ, то она пересѣчетъ линію ^.Свъ искомой точкѣ. 

во. Проведя чрезъ Т линію параллельную АВ, положимъ, что она 
пересѣчетъ линію АС или продолженіе ея въ I); отложимъ на АС 

такую часть ВЕ, чтобы 
АВ 
ВЕ^' 

тогда ЕІ будетъ искомая линія. 

61. Параллельная къ АВ. 

62. Искомое разстояніе равняется б фут. 
63. Построивъ параллелограммъ АВСВ, въ которомъ АВ=21^ 

В(7=*2іі н діагональ ^.0= 2^2? Дѣлимъ другую діагональ ВВ на 
три равныя части въ точкахъ 1 ті Е; АІН будетъ искомый тре¬ 

угольникъ. Вопросъ возможенъ только тогда, когда большая изъ. 

линій г, ^ и 4 меньше суммы двухъ другихъ линій. 

64. Другая сторона равна Г 
—2аа 

65. Строимъ послѣдовательно углы, равные угламъ даннаго мно- 

гоугольииіщ,, и стороны, пропорціональныя сторонамъ его, прини¬ 

мая АВ за первую сторону искомаго многоугольника. 

66. Пусть будетъ А наибольшій уголъ даннаго треугольника АВС. 

Йзъ точки А опускаемъ перпендикуляръ АВ на сторону ВС, про¬ 

водимъ линію АН параллельную ВС и дѣлаемъ АН=АВ‘, поло¬ 

жимъ, что ВН пересѣчетъ ^.0 въ точкѣ взъ .У опускаемъ пер¬ 

пендикуляръ НТ на ВС\ НТ будетъ сторона искомаго квадрата. 

67. Пусть будетъ А наибольшій уголъ даннаго треугольника .450. 

Йзъ точки .4 опускаемъ перпендикуляръ АВ на сторону ВС, прово¬ 

димъ АН параллельно ВС и дѣлаемъ Положимъ, что Ли¬ 

вія ВН пересѣчетъ .4 С въ точкѣ Изъ опускаемъ перпендику¬ 

ляръ НЕт ВС\ Л^і^будеть одна изъ сторонъ искомаго треугольника. 

68. Пусть будетъ М одна изъ искомыхъ точекъ ж О средина 
аиніи АВ\ имѣемъ: АМ'^^ВН^=^2 {МО^-\-АО^)=т* (§ 73). Слѣ- 
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довательно МО есть величина постоянная, т.-е. искомое геометри¬ 

ческое мѣсто ест). окрулпюсть, центръ которой находится въ О- 

ГЛАВА УІ. 

69. Часть линіи, пр ходящей чрезъ данную точку и центръ круга. 

70. Часть линіи, проходящей чрезъ данную точку и центръ круга. 

71. Часть линіи, проходящей чрезъ оба центра. 

72. Наложимъ хорду данной дуги два, три раза и т. д. 

73. Соединивъ точку А съ центромъ О, проведемъ чрезъ А 
перпендикуляръ къ АО. 

74. Въ срединѣ хорды возставляемъ перпендикуляръ и повторя¬ 

емъ это построеніе два, трн раза и т. д. 

75. Линія перпендикулярная къ средипѣ прямой -45. 

76. Возставивъ въ срединѣ линіи А5 перпепдикуляръ, опишемъ 
изъ точки А даннымъ радіусомъ дугу; пересѣченіе этой дуги и 
перпендикуляра есть центръ искомаго круга. Вопросъ возможенъ 

АВ 
только тогда, когда данный радіусъ не меньше — 

77. Взявъ н дугѣ или окружности три какія-нибудь точки А, В 
и возставляемъ перпендикуляры въ срединѣ хордъ АВмВС', 

точка пересѣченія этихъ перпендикуляровъ будетъ искомый центръ. 

78. Перпендикуляръ къ прямой АВ въ точкѣ М. 

79. Возставивъ въ точкѣ Мперпендикуляръ къ прямой -45, откла¬ 

дываемъ на этомъперпендикулярѣчастьЖО, равную данному радіусу. 

80. Возста имъ въ точкѣ М перпендикуляръ къ прямой АВ и 
другой перпендику.тяръ въ срединѣ линіи ІѴЖ; точка пересѣченія 
двухъ перпендикуляровъ будетъ центръ искомаго круга. 

81. Пара-тлель къ линіи А5, на разстояніи ^-отъ нея, пересѣчетъ 
линію въ точкѣ, которая будетъ центромъ искомаго круга. Во- 

просъ невозможенъ или неопредѣленъ, когда линіи АВ и ЛСѴ па¬ 

раллельны. 

82. Параллель къ линіи -45, на разстояніи г отъ нея, пересѣ¬ 

четъ окружность въ точкѣ, которая будетъ центромъ искомаго круга- 

Вопросъ д пускаетъ два рѣшенія, одно рѣшеніе илн вопросъ не¬ 

возможенъ, смотря ІЮ тому, будетъ ли разстояніе центра даннаго 
круга отъ прямой ЛВ меньше, равно или больше суммы радіусовъ 
двухъ круговъ. 
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83. Окружность, описанная изъ центра даннаго круга радіусомъ, 

равнымъ суммѣ или разности двухъ радіусовъ Лиг. 

84. Изъ цейтра даннаго круга описываемъ окружность радіусомъ 
равнымъ суммѣ илн разности другихъ радіусовъ Л и г; пересѣченіе 
этой окружности съ прямой АВ есіъ центръ искомаго круга- 

85. На линіи, соединяющей центръ даннаго круга съ точкою 
отіаадываемъ часть МО=^г\ О будетъ центръ искомаго круга. 

Вопросъ допускаетъ два рѣшенія. 

86. Линія, соединяющая центръ круга съ точкою ІѴ, и перпен¬ 

дикуляръ къ срединѣ ЪШ пересѣкутся въ центрѣ искомаго круга 

87. Перпендикуляръ, опущенный изъ центра яа линію ЖІѴ, в 
перпендикуляръ къ срединѣ линіи АВ опредѣлять сиоимъ перѳ- 

сЬчепіемъ центръ искомаго круга. 

88. Возставивъ перпендикуляръ МК къ прямой АВ въ точкѣ М 
и отложивъ въ немъ часть Л/2Ѵ, равную радіусу даннаго круга со¬ 

единимъ точку съ центромъ даннаго круга, н возставимъ пор- 

ненДикуляръ къ срединѣ линіи ІѴО; пересѣченіе этого перпендику¬ 

ляра съ перпендикуляромъ МN опредѣлитъ центръ искомаго кругл. 

Вопросъ допускаетъ два рѣшенія. 

89. Проводимъ въ М касательную, которая пересѣчетъ линію 
Л5, положимъ, въ С\ линія, дѣлящая уголъ АСМ пополамъ, и 
линія, соединяющая М съ центромъ даннаго круга, опредѣляютъ 
своимъ пересѣченіемъ центръ искомаго круга. 

Вопросъ допускаетъ два рѣшенія, соотвѣтствующія виѣпшвму и 
внутреннему касанію. 

90. Половина гипотенузы. 

91. Окружность, описанная около гипотенузы, какъ діаметра. 

92. Окружность, которой радіусъ равенъ половинѣ разстояніл 
точки А отъ центра даннаго круга. 

93. Когда въ четыреугодьникѢ-<ІВОТ сумма противоположныхъ 
угловъ равна 2^. 

94. Изъ какой-нибудь точки О, лежащей виѣ прямой АВ^ опи¬ 

сываемъ радіусомъ ОА окружность, которая пересѣчетъ АВ, поло¬ 

жимъ, въ М, и проводимъ чрезъ точки О я М діаметръ, который 
пересѣчетъ окружность, положимъ, въ В; линія АВ будетъ иоко' 
мый перпендикуляръ. 
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95. 1) Если точка А лежитъ на окружности, то перпендику¬ 

ляръ, возставленный въ точкѣ А къ радіусу, проведенному въ эту 
точку, будетъ искомая касательная. 

2) Если точка А лежиіъ виѣ круга, то, соединивъ А съ цент¬ 

ромъ круга О, опишемъ около ^.0, какъ діаметра, окружность, ко¬ 

торая пересѣчетъ данную окружность, положимъ, въ точкахъ ІѴ"; 

линіи ЛЫ и А^ будуті. искомыя касательныя. 

96. Построивъ уголъ ВАМ, равный данному углу, опустимъ 
изъ центра нерпендикуляръ на АМ н въ точкѣ пересѣченія этого 
перпендикуляра съ окружностью проведемъ касательную. 

97. Концентрическая окружность радіуса 
98. Пересѣченіе предыдущаго геометрическаго мѣста съ ли¬ 

ніею АВ. 

Вопросъ допускаетъ два рѣшенія, одно рѣшеніе или опъ невоз¬ 

моженъ, смотря по тому, будетъ ли разстояніе центра даннаго 

круга отъ прямой АВ меиѣе, равно или болѣе 
99. Въ данномъ кругѣ откладываемъ хорду, равную о, и описы¬ 

ваемъ коицеятричоскую окружность, касательную къ этой хордѣ; 

затѣмъ проводимъ изъ точки А касательную къ этой окружности. 

Вопросъ возможенъ, когда а меньше діаметра даннаго круга. 

100. Построивъ въ данномъ кругѣ вписанный уголъ МОN, рав¬ 

ный данному углу, опредѣлимъ хорду ММ; тогда вопросъ приво¬ 

дится къ задачѣ 99. 

101. Черезъ точку проведемъ прямую Л/ДІѴтакъ, чтобъ уголъ 
МАВ раваялоя данясму углу а; возставляемъ ясрпеиднкудязуь въ 
срединѣ линіи АВ н другой перпендикуляръ въ А къ линіи 
наконецъ изъ точки пересѣченія О этихъ двухъ перпендикуляровъ 
описываемъ радіусомъ АО окружность; часть ея, лежащая въ углѣ 
МАВ, есть искомая дуга. 

102. Дуга, описанная па линіи АВ, вмѣщающая уголъ а. 

103. Дуга, описанная на линіи вмѣщающая уголъ а. 

104. На линіи ММ описываемъ дугу, вмѣщающую уголъ а; перѳ- 

оѣченіе ея съ прямой АВ опредѣлить искомую точку. Вопросъ всегда 
возможенъ н допускаетъ только одно рѣшеніе, когда точки 
лежать по разнымъ сторонамъ прямой. Когда же точки МъМ лежать 
по одной сторонѣ прямой АВ, то вопросъ допускаетъ два рѣше¬ 

нія, одно рѣшеніе, или оиъ невозможенъ, смотря по тому, перѳеѣ- 

ісаѳтъ ли дуга прямую АВ, касается ея, или не встрѣчается съ нею. 
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105. Описать на линіяхъ АВ и МУ дуги, вмѣщающія угоіть 
въ 45®. 

106. На двухъ сторонахъ ЛВ и ВС описать дуги, вмѣщающія 
углы въ 120*^; пересѣченіе этихъ двухъ дурь опредѣлитъ исвомую 
точку. 

107. На линіи ЛВ~а опишемъ дугу, вмѣщающую уголъ т‘, 

пусть будетъ »• радіусъ этой дуги; проведемъ параллель къ .45 на 
разстояніи Д отъ нея; пересѣченіе этой линіи съ дугою опредѣлитъ 
вершину искомаго трегоугольннка. Вопросъ возможенъ тогда, когда 

гдѣ зпакъ-]-отяосится къ тому случаю, когда 

т означаетъ острый уголъ, а знакъ—, когда тупой уголъ< 

108. На линіи .45 описываемъ дугу 4/^5, вмѣщающую половину 
угла, вписаннаго въ сегментѣ ^.ІІІ5 даннаго круга; затѣмъ изъ А 
радіусомъ 8 описываемъ дугу, которая пересѣчетъ дугу АКВ въ- 

точкѣ у-, линія АУ пересѣчетъ дугу АЗТВ въ искомой точкѣ. Вопросъ 

возможенъ, когда <2|/ 2>-’+2»-1 И 8>о, гдѣ Г есть 

радіусъ даннаго круга и а длипа лиліи АВ. Два рѣшенія. 

109. На линіи .45 описываемъ дугу АКВ, вмѣщающую уголъ, рав¬ 

ный гдѣ»» означаетъ уголъ, вписаппый въ сегментѣ АМВ 

даннаго круга. Затѣмъ изъ А радіусомъ й описываемъ дугу, кото¬ 

рая пересѣчетъ дугу ^..^5 въ точкѣ У; линія ЛУ пересѣчетъ дугу 
АМВ въ искомой точкѣ. Два рѣшенія, какъ въ предыдущей задачѣ. 

Вопросъ возможенъ, когда й<^а. гдѣ а означаетъ длину линій .45. 

110. На данномъ основаніи описываемъ дугу, вмѣщающую дан¬ 

ный уголъ; тогда вопросъ приводится къ задачѣ 108. 

111. 1) Пусть будутъ АВ и СѴ двѣ данныя линіи. На произ¬ 

вольной прямой откладываемъ МУ~АВ и УЬ=СВ такъ, чтобы 
МВ=АВ-\-СВ, и, описавъ около МЬ, какъ діаметра, окружность 
возстановляемъ въ Ы перпендикуляръ къ МВ. 

2) На большей изъ двухъ данныхъ линій .45 откладываемъ часть 
ВМ, равную меньшей лиліи СВ, и, описавъ около АВ, какъ діаметра, 

окружность, возставляемъ въ ДГперпендикуляръ къ ^.5, который пе¬ 

ресѣчетъ окружность, положимъ, въ точкѣ У\ тогда УВ будетъ иско¬ 

мая линія. 



331 

3) Отложивъ ш АВ часть ВК= СВу опишемъ около А'Ы, какъ» 

діаметра, окружность и проведемъ изъ точки В касательную къ 
ней; если М есть точка касанія, то ВМ будетъ искомого линіею. 

112. На линіи АВ описываемъ дугу вмѣщающую дапнык 
▼голъ іп\ пусть будетъ другая часть окружности. Проведемъ 
•’^иніго ЬМ параллельно линіи АВ иа разстояніи г отъ нея и, 
раздѣливъ дугу АЕВ въ точкѣ Е пополамъ, опишемъ радіусомъ 
АЕ изъ точки Е дугу, которая пересѣчетъ линію ЕМ, положимъ, 
въ точкѣ О. Точка О будетъ центръ вписаннаго круга, котораго 
радіусъ есть г. Проведя прямую черезъ точки О ѵ. Е, положимъ, 

что оиа пересѣчетъ окружность АСВЕ въ точкѣ С; тогда АСВ 
будетъ искомый треугольникъ. 

Вопросъ возможенъ, когда 
{а^-^АгУ 

а ^ 2г, гдѣ 
16г(а2~4Н) 

означаетъ длину линіи АВ и В радіусъ круга АСВЕ 
113. 1) Пусть будетъ О центръ. В радіусъ большаго круга, О, 

центръ и к радіусъ меньшаго. Изъ О радіусомъ В—у описываемъ 
окружность и проводимъ изъ Оі касате.дьнуго къ ней; пусть будетъ 
А точка касанія. Проведя радіусъ ОА и продолживъ его до пере¬ 

сѣченія въ точкѣ Л/съ окружностью радіуса Л,- проведемъ въ точкѣ- 

М касательную, которая будетъ искомая линія. 
2) Изъ точки О радіусомъ В-\-г описываемъ окружность и прово¬ 

димъ нзъ касательную къ иен; пусть будетъС точка касанія; прове¬ 

дя радіусъ ОС, который пересѣчетъ окружность радіуса Л въ точкѣ 
В, проведемъ въ В касательную, которая будетъ искомая линія. 

114. Построивъ уголъ АВС равный «п, проведемъ линію парал¬ 

лельную линіи АВ на разстояніи г отъ нея и линію, дѣлящую 
уголъ ИЛ С пополамъ; точка пересѣченія О этихъ двухъ линій есть 
центръ вписаннаго круга. Описавъ этотъ кругъ н нзъ точки В ра¬ 

діусомъ Л другой кругъ, проведомъ къ этимъ двумъ кругамъ об 
щую касательную, которая пересѣчетъ линіи АВ и СВ въ М и Л; 

МВВ будетъ искомый треугольникъ. 

115. Отложивъ во второмъ кругѣ хорду, равную а и описавъ 
концентрическую окружность, касательную къ этой хордѣ, приво¬ 

димъ вопросъ къ задачѣ 113. 

не. Вопросъ приводится къ задачѣ 113. 

117. Изъ центра Округа проводимъ перпендикуляръ СМ къ» 

?ииіи АВ и беремъ на продолженіи его .3/01=3/0; изъ Оі описы¬ 
ваемъ радіусомъ круга 0^ окружность 0| и проводимъ общую ка- 
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сательную къ кругамъ О и 0^; эта линія пересѢче'гь ^5 въ иско¬ 

мой точкѣ. Вопросъ допускаеіъ четыре рѣшенія. 

ЛС ш 
118. Раздѣливъ хорду въ точкѣ Отакъ, чтобы^^=— и раздѣ¬ 

ливъ пополамъ въ точкѣ М дугу, стягиваемую хордою АВ, про¬ 

ведемъ чрезъ IX и С линію, которая поресѣчеть окружность въ 
искомой точкѣ. 

119. Дуга, стягиваемая хордою, равной радіусу, есть шестая 
часть окружности. 

120. Два перпендикулярные между собою діаметра дѣлятъ 
окружность на четыре равныя части. 

121. Если раздѣлимъ радіусъ въ крайнемъ и среднемъ отно¬ 

шеніи, то хорда, равная большей части радіуса, стягиваетъ дугу, 
равную десятой части окружности (см. § 136) 

122. Изъ вершины .4прямого угла описываемъ произволь¬ 

нымъ радіусомъ дугу, которая пересѣчетъ стороны угла въ точкахъ 
В и С На дугѣ ВС откладываемъ хорду СІ), равную радіусу; 

тогда дуга ВВ будетъ третья часть окружности, а угодъ САВ 
третья часть прямого угла. 

123. Къ срединѣ дуги проводимъ касательную, которая пере¬ 

сѣчетъ стороны ОА и ОВ, положимъ, въ точкахъ М и Л'; кругъ, впи¬ 

санный въ равйобедреиный треугольникъ МОN, есть искомый крухъ. 

124. Если разстояніе точки А отъ центра означимъ чрезъ й, то 
произведоніе двухъ отрѣзковъ искомой хорды выразится черезъ 

—4^; сдѢд. одинъ мзъ отрѣзковъ равепъі/—Если же 
У п 

опишемъ изъ точки А радіусомъ!/ —{г^—дугу, которая пе- 
у п 

ресѣчетъ окружность, положимъ, въ В, то искомая хорда прой¬ 

детъ чрезъ точки А и В. 

125. Пуст'ь будетъ ]\1 точка прикосновенія касательной, прове- 

денной отъ точки А къ кругу; изъ А радіусомъ ——описываемъ 
У 2 

дугу, которая пересѣчетъ кругъ, положимъ, въ точкѣ ІѴ; линія, про 
ходяіцая чрезъ точки .4 н будетъ искомая сѣкущая. Вопросъ 
возможенъ только тогда, когда разстояніе точки А отъ центра 
менѣе тройного радіуса. 

12в. Пусть будетъ Жточка прикосновенія касательной, проведен- 



~ 333 

ной отъ точки Л к'ь кругу; изъ точки ^4радіусоліт.4іІІ*|/ —описы¬ 

ваемъ дугу, которая порссЬчеті, кругъ, положимъ, въ точкѣ ІѴ; линія,, 

проходящая чрезъ точки А и 2^, будетъ искомая сѣкущая. Вопросъ 
, ^2п-4-~т , 

возможенъ только тогда, когда а<^—!—г, гдѣ г означаетъ ра¬ 

діусъ круга, а <і—разстояніе центра его отъ точки А. 

127. Продолживъ линіи до взаимнаго пересѣченія, впишемъ 
кругъ въ треугольникъ, ими составленный. 

128. Пусть будетъ О центръ даннаго круга, АЗ/одна изъ линій, 

проведенныхъ отъ точки А къ окружности; положимъ, что эта ли¬ 

нія дѣ.чнтся въ точкѣ N на части въ отношеніи т:п. Раздѣливъ 
линію АО въ точкѣ С иа части въ отношеніи т:п,и замѣтивъ, 

что треугольники А^С и АЛО подобны, найдемъ, 

Это значить, что всѣ точки дѣленія находятся отъ С на одина¬ 

ковомъ разстояніи, и поэтому искомое геометрическое мѣсто есть 

кругъ, описанный нзъ точки О радіус. —. ЛО. 

129. Продолживъ линіи лПЗ и ІІіѴ до перес^Ьчеиія въ I*, от¬ 

кладываемъ на линіи Л/7Ѵ часть /О, равную средней пропорціо¬ 

нальной между линіями АХ и БХ, кругъ, проходящій чрезъ три 
точки А, В в О, будетъ искомый кругъ. 

Вопросъ допускаетъ два рѣшенія, соотвѣтствующія положенію О 
съ лѣвой н съ правой стороны отъ X. Вопросъ невозможенъ, когда 
точка пересѣченія АВ и МN лежитъ моду точками А в В. 

130. Изъ точки пересѣченія X двухъ линій АВ н NN прово¬ 

димъ прямую ХО, дѣлящую уголъ между ннмн пополамъ; иа этой 
линіи лежитъ центръ искомаго круга. Изъ С опускаемъ перпенди¬ 

куляръ СХ на линію ОХ к продолжаемъ его до точки Е такъ, 
чтобы ХЕ=СХ; искомый кругъ пройдетъ черезъ точки Х н С, 

и вопросъ приводится къ задачѣ 129. 

131. Проведя чрезъ точки ^ н X кругъ, пересѣкающій данный 
кругъ въ точкахъ М и N, положимъ, что продолженія линій АВ 
и ЖіѴ пересѣкутся въ точкѣ 8\ изъ точки 5 проводимъ касатель¬ 

ную къ данному кругу, н пусть будсзЧ) Т точка касанія; круіъ, 

проходящій чрезъ три точки Ау В в Ту будетъ искомый круі'ъ, 
потому что 8Т^=::8М.8N= 8А.8В, т.-е. будетъ касательная 
къ кругу, проходящему чрезъ точки Л и В. 
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Вопросъ допускаетъ два рѣшенія, соотвѣтствующихъ двумъ ка¬ 

ртельнымъ, яроведеннымъ изъ тонки 5 къ данному кругу, т.-е. 

внѣшнему и внутреннему прикосновенію двухъ круговъ. 

132. Изъ центра О даннаго круга опускаемъ на линію 
перпендикуляръ 0^, который пересѣчетъ кругъ въ точкахъ Иъ Р\ 

на линіи І*А беремъ точку X такъ, чтобы линія РХ была четвертая 
пропорціональная къ тремъ линіямъ РА^ Р^ и РР. Кругъ, прохо* 

дящіЙ чрезъ точки ^4 и X и касательный къ линіи ЖХ (задача 131), 

есть искомый кругъ. Въ самомъ дѣлѣ, доложимъ, что этотъ кругъ 
касается линіи МЯ въ точкѣ Т, и пусть будетъ С точка пересѣченія 

•линій ТР съ даннымъ кругомъ; изъ подобія треугольниковъ ТР^ 

и ЛСР слѣдуетъ: Р^.РЯ=ТР.СР, и но построенію ТР.СР= 
=РХ.АР\ слѣдов. С есть общая точка обѣихъ окружностей (§ 100), 

а изъ равенства угловъ ОСР и ТС8 (гдѣ 5 есть центръ искомаго 
круга) слѣдуетъ, что точки 8, С ъ. О лежать на одной Црямой. 

133. Проведя параллель А^В^ къ линіи АЪ на разстояніи г 
югъ иея и параллель къ лийін МХ иа разстояніи г отъ нея, 

опишемъ окружность, проходящую чрезъ центръ даннаго круга и 
касательную къ прямымъ А-^В^ и (задача 130). Пусть бу¬ 

детъ Я радіусъ этого круга; тогда кругъ, описанный изъ того же 
центра радіусомъ Я—г, будетъ искомый кругъ. 

134. Положимъ, что гС^Я, и пусть будетъ О центръ мейьпгаго 
н центръ большаго круга. Проведя параллель А^Ві къ линіи 
АВ иа разстояніи г отъ нея и описавъ изъ точки 0^ радіусомъ 
Я—г кругъ, опишемъ окружность, проходящую чрезъ точку О и ка¬ 

сательную къ прямой А^В^^ и къ кругу радіуса Л—г (задача 132). 

Пусть будетъ р радіусъ этого круга; концентрическій съ нимъ кругъ 
радіуса ріг есть искомый кругъ. 

135. Пусть будутъ 0^ и 0^ центры данныхъ круговъ радіусовъ 
г и Л и положимъ г<іЯ. На линіи 0^0^ возьмемъ точку I такъ. 

. /Оз Л 
тогда касательная, проведенная отъ точки I къ 

одному нзъ данныхъ круговъ, будетъ таісже касательною и къ дру¬ 

гому кругу. Пусть будутъ Т я 8 точки касанія. На линіи, иду¬ 

щей отъ I къ Лі опредѣлимъ часть /X, равную четвертой про¬ 

порціональной между линіями ІА, ІТ Е 18, такъ чтобы 

я ироведемъ кругъ чрезъ точки А я X, касательный къ кругу 
радіуса г (задача 131), этотъ кругъ будетъ искомый. Въ самомъ 



дѣлѣ, пусть будетъ О центръ его, Л" точка касанія его съ кругомъ 
Ор М ^ Н точки Перес І.чоіші линіи ІН съ кругами О2 и 0^; 

ІХ.ІН т. ІМ; слѣдоЕатель- 
Г ІН ІН 

но IX. 1Л-=ІН. ІМ, и иотому точка М принадлежитъ кругу О, 

А такъ какъ О2-М и ОМ параллельныя линіи О^Н^ то точки О, 

М ]\ 0^ лежатъ па одной прямой линіи, т.-е. точка М будетъ 
точка касанія. 

136. Пусть будетъ г ^ О, 0^ и О3 центры круговъ 
радіусовъ »*, Гі, Гз- Изъ точки 0^ радіусомъ г,—г и изъ точки О 
радіусомъ >*2 — г опишемъ окружности н проводимъ окружность, 

касательную къ ннмъ и проходящую чрезъ точку О (задача 
Пусть будетъ й радіусъ этого круга, тогда концентрическій кругъ 
радіуса Л—г будетъ искомый кругъ. 

137. На стоі)опахъ угла А беремъ какія-нибудь точки 5 и Си, 

соединивъ ихъ, положимъ, что точка пересѣченія линій, дѣлящихъ 
углы АЛС н АСВ пополамъ, есть I; тогда линія 2А раздѣлитъ 
уголъ А пополамъ. 

138. Вь какой-нибудь точкѣ А прямой АН возставляемъ пер¬ 

пендикуляръ Ар и, продолживъ его, откладываемъ на немъ А^=:АР 
Вообразимъ линію чрезъ точки $ и I, которая пересѣчетъ ./ІВ въ 
точкѣ Ну и линію чрезъ точки Р я I, которая пересѣчетъ ЛВ въ 
точкѣ Н-у наконецъ проводимъ линію чрезъ точки Р в Ну кото¬ 

рая пересѣчетъ прямую Н^ въ точкѣ Е; линія ІЕ будетъ иско¬ 

мый перпендикуляръ. 

139. Изъ точки В опускаемъ перпендикуляръ на линію АС и 
изъ точки С перпендикуляръ на линію (задача 138); положимъ, 

что эти два перпендикуляра пересѣкутся въ точкѣ О; линія АО 
будетъ искомый перпендикуляръ. 

140. Вообразимъ линію чрезъ точки 5 и ^ и возьмемъ на про¬ 

долженіи ея произвольную точку Х>; пусть будетъ кромѣ того Е 
какая-нибудь точка. Вообразивъ четыреугольникъ ВСЕНу прове¬ 

демъ чрезъ А параллель діагонали ВЕу которая пересѣчетъ НЕ 
въ точкѣ Еу и чрезъ Е параллель къ СЕ, которая пересѣчетъ 
діагональ НС въ точкѣ С; линія, проходящая чрезъ точки Л в ву 
будетъ искомая линія; это слѣдуетъ изъ подобія треугольниковъ 
ЛЕС и ВЕС. 

141. Проведя черезъ В произвольную линію ВС в ллвію ЕМ, 
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ей параллельную, положимъ, что ЬМ пересѣчетъ линіи АВ и АС 
въ точкахъ н -Е, тогда 

АВ^ 
ВС.ВВ 
ВС~~І)Е' 

142. Проведя линію ЬМ, параллельную линіи АВ, н вообразивъ 
прямыя ЬВ н МА, которыя пересѣкутся въ точкѣ О, опредѣлимъ 
разстояніе между точками Ь п В (задача 14І), тогда найдемъ 

ХЛГ(ЕВ—ОХ) 
АВ^ 

ОМ 
143. Опредѣливъ разстояніе точекъ АкВ (задача І42) и опу¬ 

стивъ перпендикуляръ С/Сизъ точки Сна линію АВ (задача 139), 

проведемъ і^акую-ннбудь параллельную линіи АВ (задача 140). 

Положимъ, что эта прямая пересѣчетъ линіи СА, СК и СВ въ 
АВ 

точкахъ X, Л' и М\ тогда КС — ^^^ЕС. 

ГЛАВА VII. 

144. Въ данномъ кругѣ откладываемъ хорду АВ, равную ра¬ 

діусу, и на дугѣ АВ хорду АС, равную сторонѣ вписаннаго де¬ 

сятиугольника; тогда хорда ВС будетъ сторона вписаннаго пятнад- 

цатиугольпнка. Пусть будетъ О центръ круга. Проведемъ чрезъ 
А діаметръ АОВ и соединимъ точки С и Х>. Изъ четырѳуголь- 

ника АСВВ имѣемъ АВ.СВ=АС.ВВ\'ВС.АВ. Но изъ прямо¬ 

угольнаго треугольника АСВ имѣемъ СХ> = )/4И — АС^, а изъ 

прямоугольнаго треугольника АВЬ находимъ В/) = >*Ѵ^З. Замѣ¬ 

тивъ притомъ, что АС=-^{\^—1), находимъ 

-80 = ^ +/3—/Гб). 

146. Искомый радіусъ = -^. 

У 
146. Искомый радіусъ ='2-- 

гі/З 
147. Искомый радіусъ = . 

148. На окружности, которой центръ пусть будетъ О, отложимъ 
хорду АВ, равную сторонѣ вписаннаго десятиугольника, и, проведя 
радіусъ ОВ, опустимъ на него изъ точки А перпендикуляръ, кото- 



рыП нѳресѣчеп. пкружпості., ішлсжимі., пт> С; есть сторона впи¬ 

саннаго иятиуголі.инка. ѴандѣливгуголъУіОСііополамъ линіею 0^ 

перосѣкаіоіцою ОС нт. тячкі; /), находимъ изъ подобія равнобед¬ 

ренныхъ треугольниковъ ЛОС и ЛОТ)^ что АО^~АС.ЛВ\ь. изъ 
подобія раннобедренныхъ треугольниковъ АВС и ВВС имѣемъ 

ВС‘=А С.ОС-, с^іѣдок. АО’-І- СВ‘=^ЛСН но СБ= пото- 

му -гг / 5-/5. 
' 2 

Проведя въ данномъ кругѣ какой-нибудь діаметръ АОВ и пер¬ 

пендикулярный къ нему радіусъ АС, опишемъ изъ средины ІІУра¬ 

діуса АО окружность радіусомъ ІІУС; положимъ, что эта окруж¬ 

ность перссѣчегь А В въ точкѣ В] Отбудетъ сторона вписаннаго 
пятиугольника, потому что СВ равняется сторонѣ вписаннаго де- 

сятиугольннка. 

149. Искомый радіусъ=^/б-1-2/5. 

150. Искомый радіусъ 

151. Сторона «писаннаго днѣнадцатиугольннка ~ г 2 — 3. 

152. Сторона описаннаго двѣпадцатнуголыінка—2»- (2 — 

153. Сторона ішисаннаго осьмнугольника — г 2 — {/2, а сто- 

рот описаннаго -=2г(|/ 2— I). 

154. Радіусъ вписан, круга — 
о 
—, а радіусъ описан. 

а 

155 Радіусъ вписан. круга=~^7^, а радіусуь описан. 

156. Радіусъ вписан, круга —а радіусъ опнеаи.=о. 

157. Радіусъ вписан. круга=^/25~^То/^ а радіусъ опи¬ 

саннаго круга == /50 -|- ІО}/К 

158. Радіусъ вписаннаго круга=а.1^^лЬ_^1^,радіусъ описан- 

наго крута= 
_а(1-Ь/5) 

4. Дмчідовь. Гвометріа. 
22 
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159, Радіусъ вписаннаго круга= 
а(2+і/Щ 

, а радіусъ описаннаго 

круга = а ]/ 2 )/в. 
160. Означимъ искомый радіусъ вписаннаго круга черезъ г, и 

искомый радіусъ описаннаго круга чрезъ Сторова даннаго мно- 

гоуголгнйкаравна 2 слѣд. сторона искомаго многоуголь¬ 

ника будеіъ)/Л-— Г-; апотомур^і?^—Но удвоннъ 
число сторонъ даннаго многоугольника, находимъ, что сторона этого 

многоугольника равняется |/2ДЙ—г); слѣдов. 
\/2Н(К—г) Іі 

Изъ этого уранвепія и предыдущаго находимъ Гі 

= р Пгі. - 

ГЛАВА ѴШ, 

/ 
_г + К 
“ а 

л, 
й, = 

161. Линія, параллельная основанію. 
162. Площадь равна 18159,184 кв. ф, 

163. Площадь равна 13888,6 кв. ф, 

164. Площадь равна 327,42 кв. ф. 

Р т 
165. Площадь равна — 

166. Опишемъ иа лвніи дугу .405, вмѣщающую данный 
уголъ тпу и пусть будетъ радіусъ этой дуги г. Опредѣливъ линію I 

гакъ, чтобы к была средняя пропорціональная между у и /, про¬ 

ведемъ параллель къ линіи 45 иа разстояніи Іотъ нея, и положимъ, 

что оиа пересѣчетъ дугу АСВ въ точкѣ С\ АСВ будетъ искомый 
треугольникъ. Вопросъ допускаетъ два рѣшенія; одно рѣшеніе,—или 

онъ невозможенъ, смотря по тому, будетъ лн—меньше, равно или 

больше знакъ-|-относится къ тому случаю, когда 

т означаетъ тупой уголъ. 

167. То же построеніе, какъ въ задачѣ 166. 
168. Пустъ будетъ В тотъ уголъ треугольника 45(7, чрезъ ко¬ 

торый можно будетъ провестн линію, параллельную данной NN и 
пересѣкающую противоположную сторону 4 С въ какой-нибудь 
точкѣ 5 межлу 4 и С. Раздѣлимъ линію 4С въ точкѣ 5въ отио- 
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шсніи »п:«, и положим^., что точка /? находится между 2) и О. 

Опредѣливъ затЬмъ на линіи І^С точку Р такъ, чтобы линія РС 
была средняя пропорціонмыіая между ВС и СЕ, нроведсмъ чрезъ 
Р линію, параллельную прямой ВВ. Эта линіи раздѣлитъ треуголъ* 

никъ АВС на двѣ части въ отношеніи т:п. Въ самомъ дѣлѣ, 

положимъ, что эта линія пересѣчетъ сторону БСвъ точкѣ С; изъ 
. ВІ ВС РС . ■ оп. ^гт пропорціи 7Т7,—7^ = ТТЛ слѣдуетъ, что линіи ВРа бЕ парал- 

Сг С Д' о Ді С/ 

лельны, а потому треугольники РОС н ЕВС равновелики, 

1Я9. Пусть будетъ 5 тотъ уголъ параллелограмма АВСВ, чрезъ 
который можно провести линію, параллельную данной прямой 
н пересѣкающую противоположную сторону АВ въ какой-нибудь 
точкѣ Я между А н В. Раздѣливъ сторону АВ въ точкѣ Е на 
двѣ части въ отношеніи т : п, положимъ, что АЕ<^ЁВ, и отложимъ 

на ЕВ часть ЕР=АЕ. Когда т.-е. 4Я<-——. АВ, 
тП -[- П 

ТО прямая, проходящая чрезъ средину линій параллельно ли¬ 

ніи РМ, есть искомая линія; она раздѣлитъ параллелограммъ АВ СВ 
на двѣ трапеціи въ отношеніи тіп.Ъъ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ 
О средина линіи ВЕ, а С и 5 точки пересѣченія искомой линіи 
со сторонами АВ и ВС\ тогда треугольники ООЕ и В08 рав¬ 

ны, а потому трапеція АВ80 и треугольникъ АВР равновелики. 

Когда же АЯ'у^АР^ т.-е. АН^ ^ . АВ, то искомая линія 

отсѣчетъ отъ параллелограмма АВСВ треугольникъ. Такъ какъ 
этотъ треугольникъ относится къ параллелограмму АВСВ какъ 
•т:{п-\-т), то онъ къ треугольнику АВВ будетъ относиться какъ 
2т: (п-^-»»); слѣдов. въ этомъ случаѣ треугольникъ АВВ нужно 
раздѣлить на двѣ части въ отношеніи 2т: (п-|-т) линіею, парал¬ 

лельной прямой МР\ слѣдов, вопросъ приводится къ задачѣ І68. 

170. Діагональ даннаго квадрата есть сторона искомаго. 

171. Половина діагонали даннаго квадрата есть сторона искомаго. 

172. Сторона искомаго квадрата есть: а) средняя пропорціональ¬ 

ная между основаніемъ н высотою даннаго параллелограмма, Ь) сред¬ 

няя пропорціональная между основаніемъ и половиной высоты 
даннаго треугольника. 

173. Опредѣлитъ четвертую пропорціональную къ тремъ линіямъ 
Я, Ь и Іі, или В, Ъ т К 

22* 
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174. Построивъ пр5тмоугольный треуголшиірь ЛВС^ котораго 
катеты ЛВ и ВС равны а и Ь, строимъ на гипотенузѣ АС пря¬ 

моугольный треугольникъ АСВ^ котораго катеты будутъ 4(7 и 
СІ>=е й т. д. 

175. Строимъ прямоугольный треугольникъ, котораго гипоте¬ 

нуза есть а и одинъ нзъ катетовъ Ь. 
176. Замѣтивъ, что 154= приводимъ вопросъ къ 

опредѣленію стороны квадрата, равновеликаго суммѣ трехъ квад¬ 

ратовъ, которыхъ стороны соотвѣтственно равны 12, 3 и 1. 
177. Въ точкѣ Л проводимъ перпендикуляръ Л С къ линіи и 

беремъ ВС=к\ въ срединѣ линіи АС возставляемъ къ ЛС пер- 

пендикуляіуь, который пересѣчетъ линію АЗ въ точкѣ І); въ точ¬ 

кѣ Х> возставляемъ къ линіи АВ перпендикуляръ, который пере¬ 

сѣчетъ прямую ЬМ въ искомой точкѣ. Вопросъ допускаетъ два 
рѣшенія. 

178. На линіи АВ^к описываемъ полукругъ и, опредѣливъ 
четвертую пропорціональную I къ тремъ линіямъ к, Ъ ѵ. Л, прово¬ 

димъ параллель къ прямой АВ на разстояніи I отъ нея. Поло¬ 

жимъ, что эта параллель пересѣчетъ окружность въ точкѣ С\ 

АС и ВС будутъ искомыя линіи, Вопросъ возможенъ только тогда, 

когда 

179. раздѣливъ какую-нибудь линію АВ въ точкѣ С на двѣ 
части въ отношеніи 3: 5, опишемъ на АВ полукруі'ъ и возста¬ 

вимъ въ С перпендикуляръ къ который пересѣчетъ окруж¬ 

ность, положимъ, въ Точкѣ Я; на линіи ИВ отложимъ частьЯЯ, 

Равную сторонѣ даннаго квадрата; н проводомъ чрезъ Я пара.ілель 
къ АВ^ которая пересѣчетъ линію 4Я, положимъ, въ точкѣ X.; 

ВЬ будетъ сторона искомаго квадрата. Построеніе возможно, когда 
Ак 

гдѣ к есть сторона даннаго квадрата. 

180. раздѣливъ основаніе иатравныхъ частей, соединимъ вер¬ 

шину съ точками дѣленія основанія. 

181. Пусть будетъ О точка, находящаяся иа сторонѣ остро¬ 

угольника 4ЯС. Раздѣливъ АС на т равныхъ частой, проведемъ 
чрезъ точки дѣленія линіи параллельныя ВО. Точки пересѣченія 
сторонъ АВ и ЯСсъ этими параллелями соединяемъ съ точкою О, 

тогда треугольникъ АВС раздѣлится на т равныхъ частей. 
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182. Обративъ многоуголі.никъ въ равновеликій треугольникъ, 

приводимъ вопрос’ь къ .іаліі'іѣ 172. 

183. Пусть бу іуті. а и о, сходсгвеніплл стороны двухъ даиныДъ 
многоугольниковъ; тогда сторона искомаго многоугольника будетъ 

184. Если а есть одна изъ сторонъ даннаго многоугольника, то 

сходственная сторона искомаго многоугольника будоть а 

185. Построивъ прямоугольный треугольникъ АВС, котораго 
катеты АЛ н ВС равны сторонамъ двухъ данныхъ квадратовъ, 

опустимъ изъ вершины В прямого угла перпендикуляръ ВІ) на 
гипотенузу; части гипотенузы ЛВ и ВС суть искомыя линіи. 

186. Площадь равна 22,45 кв. фут. 

187. Площадь трапеціи равна 

4 а) (йф-а—6—)а-\-й—Ъ—с). 

188. Изъ точки В опускаемъ на сторону перпендикулиръ, 

который нересѣчеть се, положимъ, въ точкѣ опредѣлимъ иа сто- 

ронЬ такую точку Е, чтобъ АЕ была средняя пропорціошиь- 

нал между — и ХС; тогда перпендикуляръ, возставленный къ ли¬ 

ніи АС въ точкѣ Е, будетъ искомая линія. 

189. Раздѣливъ сторону АС въ точкахъ ЬшМ на три равныя 
части, проведемъ чрезъ В параллель къ АВ и чрезъ М параллель 
къ ВС, тогда пересѣченіе этихъ двухъ линій есть искомая точка. 

190. Перпендикуляръ, опущенный изъ точки В иа сторону 
дѣлимъ въ точкѣ Ь на двЬ части въ отношеніи т'. (п + >'), и пер¬ 

пендикуляръ, опущенный изъ точки С на сторону АВ, дѣлимъ въ 
точкѣ М иа двѣ части въ отношеніи п : 

Ь параллель къ и чрезъ М параллель къ АВ\ пересѣченіе 
этихъ двухъ параллелей есть искомая точка. 

Ь 
191 Линія, отстоящая отъ вершины иа разстояніигдѣ Л 

озпачаетьвысоту треугольника, раздѣляетъ треугольникъ пополамъ. 

192. Принявъ АС за основаніе треугольника .4-ВС, раздѣлимъ 
сторону ВС иа т равныхъ частей. Возставивъ изъ точекъ дѣленія 
перпендикуляры къ ВС, опишемъ около ВС, какъ діаметра, полу¬ 

кругъ, и пусть перпендикуляры пересѣкутъ окружность въ точкахъ 
а, Ъ,... Описавъ изъ В радіусами Ва, ВЪ,... дуги положимъ, что 
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9ТН іуги пересѣкутъ линію ВС въ точкагь а^, тогда линіи, 
ароводениыя чрезъ точки а^, 6„... параллельно осиованію, раздѣ¬ 

лять треугольникъ на т равныхъ частей. 
193. Высота искомаго прямоугольннка есть четвертая пропор¬ 

ціональная къ линіямъ а, 6 и 
194. На линіи АВ, равной р, опишемъ полукругъ н проведемъ 

параллель къ прямой АВ на разстояніи к отъ ноя; изъ точки пересѣ¬ 

ченія Л/ этой параллели съ окружностью опустимъ перпендикуляръ 
на діаметръ АВ', линіи А^ и КВ будутъ стороны искомаго 

1 
прямоугольника. Вопросъ возможенъ, когда к не больше -у р. 

195. Обративъ данный прямоугольникъ въ равновеликій квад¬ 

ратъ, приводимъ вопросъ къ задачѣ 194. 

196. На линіи АВ~р опишемъ полукругъ и отложимъ хорду 
лС—к] нзъ точки С опустимъ перпендикуляръ СВ иа діаметръ 
АВ\ АВ будетъ искомая часть линіи АВ. Вопросъ возможенъ, 
когда к<ір. 

197. Изъ какой-нибудь точки О опишемъ кругъ радіусомъ рав- 
а 

иымъ н проведемъ въ какой-нибудь точкѣ М окружности каса¬ 

тельную МК=к. Положимъ, что линія N0 пересѣчетъ окружность въ 
точкахъ Л и В\ АК и ВК будутъ стороны искомаго прямоугольника- 

198. На линіи АВ=^а опишемъ полукругъ и проведемъ парал- 
2к* 

іель къ линіи АВ на разстояній —— отъ нея. Положимъ, что эта 

параллель пересѣчетъ окружность въ точкѣ С; тогда АВС будеіъ 
искомый треугольникъ. ^ 

Вопросъ возможенъ только тогда, когда Л ие больше у* 

199. Пусть будетъ і длина касательной, проведенной чрезъ точ¬ 

ку Л, X—внѣшняя часть сѣкущей; тогда 

Вопросъ возможенъ, когда <.|/2(/2 — 1). 

200. Положимъ, что А>- А, и построимъ треугольникъ АВС^ 
АЛ, 

котораго стороны АВ—К, БС=А, и .40=- 
Аз 

Опустимъ изъ А 

перпендикуляръ АВ иа сторону ВО и возьмемъ иа этомъ перпенди¬ 

кулярѣ часть ВАЬ — А; затѣмъ проведемъ чрезъ Ь линіи, парал¬ 

лельныя сторонамъ ^.0 в ЛВ^ которыя пересѣкутъ прлиу^ю ВОу 
нолѳхимъ, \п» М й К\ ВМК будетъ искомый треугольнику 
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Вопросъ возмопичгг только тогдл, когда Лй, Нк, 
201 Осношіні»' »/ и іиспчпа х искомаго прямоугольника опрѲ' 

дѣляются ИЗЪ ){)!іліи'нііі: и.у~-к^, уІі-\-хЬ = Ьк, гдѣ к есть сто¬ 

рона данн.и-о кнадр-гга. 

]!опрпс-ь козможгнъ, когда Л не менѣе 
202. Площадь равна Зг^. 

203. 11дощ,адь треугольника равна 

25 Юр/ 5^ шестиугольника — 

ЗаѴ 3 

4 

За'|/ 3 

пятиугольника - 

десятиуі'ольиика— 

2[/ 5 
двѣнадцатиугольника — За® (3|/3). 

204. Площадь описаннаго квадрата равняется 
^ 7« угольника -- кг. 

205. Проводя чрезъ точку О латю ТЛ параллельно линіи ЛС, 

положимъ, Ч'іо она нересѣчегь сторону* ^.Л въ точкѣ Л; составимъ 
параллелограммъ ВЬ]\Ш, равновеликій данному парал-іелограмму; 

въ точкѣ чѴ возставимъ къ линіи ВС перпендикуляръ ^^Т, ле¬ 

жащій внѣ угла АВС, и составимъ прямоугольный треугольникъ 
іѴЛЛ такъ, чтобы катетъ ЫР—СВ, гипотенуза РТ=ВМ и ка- 

геіъ NР былъ бы продолженіемъ стороны ВN\ прямая, проходя¬ 

щая чрезъ точки Л и Т, есть искомая линія. 

Вопросъ возможенъ только тогда, когда точка Л находится между 
точками Л и ІІІ, и когда ВІ)<^Р)М. 

ГЛАВА IX. 

206. Отношеніе двухъ угловъ равно—*, 
З-^Г 

207 Площадь круга равна 1403,01... квадр. фут. 

208 Площадь круга равна 569,55... квадр. фут. 

20Э. 463,7... метра. 

210. Заднія колеса дѣлаютъ приблизительно 398, а переднія 
2 

596-^ оборотовъ. 

211. Дуга равна 6,29598... фут. 

212. Радіусъ параллельнаго круга равенъ 4341989 метр. 
‘ІЗг — с^Аг-—с® 

213. Площадь сегмента равна 
214. Діаметръ равенъ 60,3401.. Фут. 

4 
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215. Радіусъ равенъ 15,4158.... фут. 
216. Площадь сектора равна 65,4499... кв. фут. 

217. Радіусъ равенъ 163,141._ 

218. Радіусъ равенъ 

218. Радіусъ равенъ Угі^—к/. 

220. Радіусы круговъ будутъ - 

У+ + ’ |/ж^+и^ + ^ 

221. Радіусы концентр.круговъ будутъ г 

222. Площадь равна “к. 
223. Чрезъ какую-нибудь точку, находящуюсл на окружности 

меньшаго круга, проведемъ касательную, которал псресѣчстыятѣш- 

нюю окружность, положимъ, въ точкахъ А ѵі В\ линія ЛВ будеіъ 
діаметръ искомаго круга.- 

Часть II. Стереометрія. 
ГЛАВА 1. 

224. Возьмемъ два прямыхъ угла, которые имѣли бы одну об¬ 

щую сторону, проходящую чрезъ точку А, и которыхъ другія днѣ 
стороны находились бы въ плоскости Ж?^. 

225. Проведя на плоскости ЖА какую-нибудь прямую АВ, опу¬ 

стимъ изъ О перпендикуляръ на АВ, и положимъ, что онъ встрѣ¬ 

тить лниію АВ въ точкѣ проведемъ чрезъ ^ на плоскости 
ІГіѴлинію перпендикулярно къ АВ\ перпендикуляръ, опущенный 
нзъ О яа линію ^Р, будетъ искомый перпендикуляръ. 

226. Проведя чрезъ точку О и прямую АР плоскость, проводимъ 
яа этой плоскости чрезъ точку О линію, параллельную линіи АЛ. 

*227. Проведя на плоскости ЖА какую-нибудь прямую АР, про¬ 

водимъ чрезъ точку О линію, ей параллельную. 

228. 1) Если точка О находится на линіи АР, то, возставивъ 
въ точкѣ О два перпендикуляра ОР н 0^ къ линіи АВ, прово¬ 

димъ плоскость чрезъ эти перпендикуляры. 

>2) Если точка О находится внѣ линіи АР, то изъ О опускаемъ 
перпендикуляръ иа линію АР, который пересѣчетъ ее, положимъ, 

въ Р; чрезъ точку Р проводимъ линію Р§, перпондикулярную къ 
В ; плоскость, проходящая чрезъ линіи ОР и Р(^, будетъ иско¬ 

мая плоскость. 
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229. Черезъ точку О проіюдимъ линіи ОР и 0^, гоотвѣт- 

стъѳиво параллрлыная линіямъ -ЛВ н МN^, плоскость, крокодя- 

гдая чрезъ ОР и 0<3, будетъ искомая плоскость. 
230. Чрезъ какую-нибудь точку С прямой ЛВ проводимъ ли¬ 

нію СР, ітараллельнуго линіи 3/іѴ; плоскость, проходящая чрезъ 
АВ'л СРу будетъ искомая плоскость. 

231. Опустивъ изъ точки О перпендикуляръ ОР на плоскость 
МУ, проводимъ чрезъ точку О плоскость перпендикулярную къ 
линіи ОР. 

232. Чрезъ линію ЛВ проводимъ плоскость, ■параллельную пря¬ 

мой МУ, и чрезъ линію МУ плоскость, саралл^^льнтю прямой 
А В; разстояніе этихъ двухъ п.тоскостей есть искомое разстояніе. 

ГЛАВ Л IV. 

233. Искомая сторона равна 40. ік 
234. Искомый объемъ воздуха равенъ 12181,5369... куб. ф. 
235. 51,48 куб. ф^. воды. 

236. Боковая поверхность равна 3721/ 

і/ В ' 
а объемъ равенъ ~--РЧІ—Іо7В1,7. 

3299,53, 
4 

237. Высоты полной пирамиды и отсѣченной часгі. ея будутъ 
тЯ пП _ 

Плоскость, параллельная ос' дованіямъ кв 

разстояніи Н.. 
«-І/ 

_оть нижняго осно Данія, раздѣляетъ 

усѣченную пирамиду на двѣ равновеликія час^ 

238. Если чрезъ Л означимъ высоту пнра 
т. 

лиды, то плоскость, 

параллельная основанію, отстоящая на ^ вершины, раздѣ- 

^ ^ ~2 лить пирамиду на двѣ равновеликія час'^ 

23». Раздѣливъ какув-нибудь стор^ ^Дсиоввпія АВС, напр.,' 

сторону АВ. въ ТОЧІСѢ В на части ^ ^ сдгиошеніи т-.п, ироведсмъ 
плоскость чрезъ три точки 8, С ѵ 

340 Объемъ всей пирамиды- В. ВУВ_ ^ ^ 

нѴв-Ѵъ) 
сѣченной пирамиды равенъ ^ Ь.\^Ь 

гіѴв—у'Щ 
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Г Л А В А 

241. Разстояніе, равное 6 ф. 

242. Изъ каяой-нибудь точки поверхности шара описываемъ 
на ней окружность какимъ-нибудь радіусомъ г. Чтобы перенести 
9ту окружность въ какую-нибудь плоскость, беремъ иа этой окруж¬ 

ности три какія-нибудь точки В и (7 и, построивъ иа плоско¬ 

сти треугольникъ, равный треугольнику АВС, описываемъ около 
него кругъ. Пусть О будетъ центръ этого круга, діаметръ. 

Проведя линію ОВ перпендикулярно къ этому діаметру, построимъ 
прямоугольный треугольникъ і)ОД въ которомъ гипотенуза 
Если въ срединѣ линіи ВЕ возставимъ перпендикуляръ н про¬ 

должимъ его до пересѣченія сь линіею ОЕ нли съ продолженіемъ 
ея въ точкѣ Р, тогда РЕ будетъ искомый радіусъ. 

243. Объемъ усѣченнаго конуса равенъ 2,56943 куб. фут. 

244. Объемъ шара равенъ 
б/тг 

245. Поверхность равна 5092962 квадр. миріаметра; объемъ 
равенъ приблизительно 1081 милліоновъ куб. миргаметровъ. 

246. Радіусъ шара равенъ 0,282... фут. 

247. Радіусъ равенъ 1,336... фут. 

248. Поверхность пояса, равна 202800 квадр. мкріамотр. 

249. Поверхность полосы равна 210600 квадр. миріамстр. 
250. Высота цилиндра равна 2,417... фут. 

251. Объемъ конуса равенъ 1017,87... куб. фут. 

252. Радіусъ равенъ <>,6827... фут. 
253. Высота литра равна 1,2705 дециметр., а радіусъ осно¬ 

ванія равенъ 0,4801 дециметра. 

254. Поверхности двухъ цилиндровъ равны, а объемы ихъ об¬ 

ратно пропорціональны высотамъ. 

255. Толщина оболочки равна 0,0007 миллиметра. 

256. Замѣтивъ, что сторона описаннаго треугольника равна 
а высота его равна Зг, найдемъ: 1) поверхность шара—411»^, 2) бо¬ 

ковая поверхность цилиндра—47:г^, полная поверхность его—6кг® 
3) боковая поверхность конуса—бкг®, полная поверхность его—9ісг*, 

4) объемъ шара— объемъ цилиндра—2ііг*, б) объемъ 

конуса—Зтгг®. 

—-- 
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